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Πρόλογος 

 
 

Το βιβλίο που κρατάτε στα χέρια σας είναι αφιερωµένο στα Μαθηµατικά. Σκοπός του είναι 
να παρουσιάσει τα Μαθηµατικά ως ευχάριστο πνευµατικό παιχνίδι και να καλλιεργήσει στους 
µαθητές την αυτενέργεια και ανεξάρτητη σκέψη. Απευθύνεται σε µαθητές από την Β΄ ∆ηµοτικού 
έως την Γ΄ Λυκείου αλλά οποιοσδήποτε αναγνώστης, ανεξάρτητα από την ηλικία ή την ιδιότητα 
του, θα βρει ενδιαφέροντα άρθρα και προβλήµατα. Ειδικά, οι εκπαιδευτικοί και οι γονείς θα βρουν 
υλικό που θα τους βοηθήσει να ενθαρρύνουν τους µαθητές να ανακαλύπτουν συλλογισµούς από 
µόνοι τους και να τους καθοδηγούν πέρα από τον δρόµο της στείρας αποστήθισης.  

 
Το πρώτο µέρος του βιβλίου αναφέρεται στο ∆ιαγωνισµό «Καγκουρό». Λεπτοµέρειες για τη 

διοργάνωση του διαγωνισµού µπορείτε να διαβάσετε στην επόµενη σελίδα. Εδώ περιέχονται τα 
165 θέµατα (έξι επιπέδων) που δόθηκαν στο διαγωνισµό το έτος 2013, ενώ στο τέλος του βιβλίου 
υπάρχουν οι λύσεις τους. Τα περισσότερα θέµατα µπορούν να συζητηθούν σε µία τάξη ή να 
απασχολήσουν δηµιουργικά έναν που διαβάζει µόνος του. Οι λύσεις είναι γραµµένες µε σαφήνεια 
και είναι αξιοποιήσιµες από τον δάσκαλο ή τον γονέα που επιθυµεί να διδάξει τους νέους να  
σκέπτονται.  

 
Τα ερωτήµατα που τίθενται στον διαγωνισµό «Καγκουρό» δεν απαιτούν ειδικές γνώσεις 

µαθηµατικών για τη λύση τους. Αρκετά από αυτά µπορούν να λυθούν χωρίς µαθηµατικές γνώσεις, 
µε µόνο εφόδιο την κοινή λογική. Το κύριο χαρακτηριστικό των θεµάτων είναι η απλότητα, η 
πρωτοτυπία και το διασκεδαστικό στοιχείο που τα συνοδεύει. Ακόµα και ένας µαθητής Λυκείου 
µπορεί να βρει ενδιαφέρονται τα ερωτήµατα που απευθύνονται σε µαθητές ∆ηµοτικού. 
Αντίστροφα, ενθαρρύνουµε τους µαθητές να ασχοληθούν και µε θέµατα που απευθύνονται σε 
µαθητές µεγαλύτερων τάξεων.  

 
Το δεύτερο µέρος του βιβλίου περιέχει άρθρα - ασκήσεις - προβλήµατα κατανεµηµένα ανά 

τάξη, από την  Β΄  ∆ηµοτικού µέχρι την  Γ΄  Λυκείου. Τα κείµενα περιέχουν ασκήσεις πιο ελκυστικές 
και πιο ασυνήθιστες από τις αντίστοιχες των σχολικών βιβλίων. Η ιδέα είναι να ξεφύγει κανείς από 
την στείρα ασκησιολογία αλλά, συγχρόνως, να έχει ο µαθητής την ευκαιρία να επιλύσει 
προβλήµατα τα οποία θα του αυξήσουν την κατανόηση των Μαθηµατικών. Επίσης, προτρέπουµε 
τον αναγνώστη να µην ασχοληθεί µόνο µε τα άρθρα που απευθύνονται στην τάξη του αλλά να 
µελετήσει και τα θέµατα τόσο των µικρότερων όσο και των µεγαλύτερων τάξεων. 

 
          Τµήµα του βιβλίου περιέχει διασκεδαστικά µαθηµατικά και, εν γένει, ελκυστικό περιεχόµενο. 
Η ιδέα είναι να παρουσιάζονται τα Μαθηµατικά ως παιχνίδι, όπως ακριβώς προτρέπει ο Πλάτων 
στους Νόµους του όταν λεει ότι «µανθάνειν δειν τους ελεύθερους όσος πάµπολυς εν Αιγύπτω 
παίδων όχλος άµα γράµµασι µανθάνει […] και λογισµούς […] µετά παιδιάς και ηδονής». 
 
         Το παρόν είναι ο έβδοµος τόµος µιας σειράς αντίστοιχων βιβλίων η οποία συµπληρώνεται µε 
έναν τόµο κάθε χρόνο. 
     
         
Οι συγγραφείς 

 
         Μιχαήλ Λάµπρου                                                         Νίκος Κ. Σπανουδάκης 
         Καθηγητής στο Τµήµα Μαθηµατικών                        Καθηγητής στο Πρότυπο Πειραµατικό  
         του Πανεπιστηµίου Κρήτης                                        Γυµνάσιο Ηρακλείου 
 
 
 



 

∆ιεθνής Μαθηµατικός ∆ιαγωνισµός "Καγκουρό" 
 

Ο δηµοφιλής διεθνής διαγωνισµός «Καγκουρό» είναι ο µεγαλύτερος εκπαιδευτικός 
διασκεδαστικός διαγωνισµός στον κόσµο, µε συµµετοχή πάνω από 6 εκατοµµύρια µαθητές από 52 
χώρες. Η ιδέα ξεκίνησε το 1993 όταν εκπρόσωποι από την Γαλλία, Ρωσία, Ουγγαρία, Λευκορωσία, 
Ολλανδία, Πολωνία, Ρουµανία και Ισπανία, µε µεγάλη πείρα σε διεθνείς µαθηµατικούς 
διαγωνισµούς, αποφάσισαν να διοργανώσουν έναν διαγωνισµό ο οποίος θα απευθυνόταν σε 
όλους τους µαθητές και όχι µόνο σε εκείνους που έχουν ιδιαίτερη κλίση στα µαθηµατικά. Η αρχή µε 
την οποία κινήθηκαν ήταν η διαπίστωση ότι τα µαθηµατικά είναι µία κουλτούρα η οποία πρέπει να 
παρέχεται σε όλους. Ειδικά, επειδή τα µαθηµατικά καλλιεργούν την σκέψη και φέρνουν πνευµατική 
ικανοποίηση, δεν πρέπει να απευθύνονται µόνο σε λίγους.  

 
Ένα χρόνο αργότερα, το 1994, οι πρώτοι εκπρόσωποι ίδρυσαν τον µη κερδοσκοπικό διεθνή 

οργανισµό Kangourou Sans Frontières (Καγκουρό Χωρίς Σύνορα) µε έδρα το Παρίσι. Η Ελλάδα 
έγινε µέλος τον Οκτώβριο του 2006. Σήµερα είναι µέλη σχεδόν όλες οι Ευρωπαϊκές χώρες, οι ΗΠΑ, 
και χώρες της Ασίας και Λατινικής Αµερικής. Ο βασικός στόχος του οργανισµού είναι η προώθηση 
των µαθηµατικών µε διασκεδαστικό τρόπο, χωρίς φυλετικές ή κοινωνικές διακρίσεις. Επίσης, µε 
αφορµή τον διαγωνισµό, παράγεται ενδιαφέρον εκπαιδευτικό υλικό που προάγει την γνώση, 
διαχέει την πληροφορία και  καλλιεργεί την σκέψη.  

 
Οι χώρες που συµµετέχουν στον διαγωνισµό δεν ανταγωνίζονται µεταξύ τους, ούτε γίνονται 

συγκρίσεις των αποτελεσµάτων. Ωστόσο, τα θέµατα κατασκευάζονται από κοινού από τους 
εκπροσώπους των χωρών µελών, κατά την ετήσια συνάντησή τους. Οι διαγωνιζόµενοι γράφουν σε 
κοινά θέµατα αλλά µε µικρές αποκλίσεις, οι οποίες οφείλονται στις εκπαιδευτικές ιδιαιτερότητες 
κάθε χώρας µέλους. Σε κάθε χώρα τα θέµατα είναι προσαρµοσµένα στο εθνικό τους αναλυτικό 
πρόγραµµα και είναι απολύτως συµβατά µε το εκπαιδευτικό τους σύστηµα. 

 
Το σηµαντικό χαρακτηριστικό του διαγωνισµού «Καγκουρό» είναι ότι επιβραβεύεται µεγάλος 

αριθµός διαγωνιζοµένων. Πρώτιστα όλοι ανεξαιρέτως οι µαθητές λαµβάνουν δώρα µε εκπαιδευτικό 
περιεχόµενο, ανεξάρτητα από την επίδοσή τους (το  2013  ένα από αυτά είναι το παρόν βιβλίο, 
ενώ κάθε χρόνο γράφεται νέος τόµος). Επιπλέον, ένας στους έξι µαθητές κερδίζει επιπρόσθετα 
συµβολικά βραβεία µε βάση την επίδοσή του. Η ιδέα είναι να καλλιεργηθεί η ευγενής άµιλλα µεταξύ 
των διαγωνιζοµένων και να γίνει κατανοητό ότι αγωνίζονται για µία δάφνη και µόνο.  

 
         Στον ετήσιο µαθηµατικό διαγωνισµό «Καγκουρό» µπορούν να λάβουν µέρος όλοι οι µαθητές 
από την B΄ ∆ηµοτικού µέχρι την Γ΄ Λυκείου. Υπάρχουν έξι διαφορετικά επίπεδα θεµάτων, ανάλογα 
µε την τάξη του µαθητή.  Αυτά είναι ως εξής: 
 

    Επίπεδο Β΄ τάξης ∆ηµοτικού, 
    Επίπεδο 1: απευθύνεται σε µαθητές της Γ΄ και  ∆΄ τάξης ∆ηµοτικού, 
    Επίπεδο 2: απευθύνεται σε µαθητές της Ε΄ και Στ΄ τάξης ∆ηµοτικού, 
    Επίπεδο 3: απευθύνεται σε µαθητές της Α΄ και Β΄ τάξης Γυµνασίου, 
    Επίπεδο 4: απευθύνεται σε µαθητές της Γ΄ Γυµνασίου και Α΄ τάξης Λυκείου. 
    Επίπεδο 5: απευθύνεται σε µαθητές της Β΄ και Γ΄ τάξης Λυκείου. 

 
         Ο διαγωνισµός διαρκεί 1 ώρα και  30  λεπτά και είναι σε µορφή πολλαπλής επιλογής. Τα 
θέµατα είναι γενικά βατά. Υπάρχουν 30 ερωτήσεις (εκτός από το Επίπεδο Β΄ ∆ηµοτικού όπου οι 
ερωτήσεις είναι 21 και το Επίπεδο 1 όπου οι ερωτήσεις είναι 24) κλιµακούµενης δυσκολίας. Το 
πρώτο ένα τρίτο των ερωτήσεων (που βαθµολογούνται από 3 µονάδες η καθεµία) είναι ιδιαίτερα 
εύκολες. Το επόµενο ένα τρίτο (που βαθµολογούνται από 4 µονάδες η καθεµία) είναι επίσης 
αρκετά εύκολες, και το τελευταίο ένα τρίτο (που βαθµολογούνται από 5 µονάδες η καθεµία) κατά τι 
δυσκολότερες. Οι περισσότερες ερωτήσεις είναι πρωτότυπες και πολλές διατυπώνονται µε 
διασκεδαστικό τρόπο. ∆εν απαιτούνται ειδικές γνώσεις για να απαντηθούν οι ερωτήσεις. Οι 
γνώσεις των µαθητών µέσα στην τάξη τους, ο κοινός νους και η αγάπη για τα Μαθηµατικά είναι 
αρκετά εφόδια για τον διαγωνισµό.  
 
       Περισσότερες πληροφορίες και άλλο εκπαιδευτικό υλικό παρέχονται στην ιστοσελίδα  

 
www.kangaroo.gr 
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το άρθρο και ο δεύτερος στη σελίδα που υπάρχουν οι απαντήσεις) 
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Θέµατα ∆ιαγωνισµού Καγκουρό 2013 – Β΄ ∆ηµοτικού 7

Θέµατα Καγκουρό 2013                                                
για µαθητές της Β΄ τάξης ∆ηµοτικού 

 

 
1)  Ποια ψηφία λείπουν;  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Α) το 3 και το 5    Β) το 4 και το 8  Γ) το 2 και το 0   
∆) το 6 και το 9  Ε) το 7 και το 1 

 
2)  Στο ράφι έχει 12 βιβλία. Τέσσερα παιδιά πήραν από ένα 

βιβλίο το καθένα. Πόσα βιβλία θα µείνουν στο ράφι;  

 

Α) 12   Β) 8   Γ) 4    
∆) 2   Ε) 0  

 
 
 

3)  Ποιο φόρεµα έχει λιγότερες από 7 βούλες και περισσότερες από 5 βούλες όπως την  ; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Ερωτήσεις  3  πόντων: 

Α)        Β)                    Γ)              ∆)               Ε)  
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4)  Οι εικόνες έχουν κόκκινα και γκρι καγκουρό. Σε ποια εικόνα τα κόκκινα καγκουρό είναι 

περισσότερα από τα γκρι;  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
5)  Πόσα πιο πολλά τούβλα 

έχει ο δεξιός τοίχος από τον 

αριστερό; 

 

 
Α) 4   Β) 5   Γ) 6   ∆) 7   Ε) 10  

 
6)  Πόσα  πλακάκια λείπουν από το πάτωµα της εικόνας;  

 

Α) 6   Β) 7    
Γ) 8   ∆) 9    
Ε) 10  

 
 
 

Α)                                Β)                                        Γ)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                            ∆)                                       Ε)  
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7)  Η Ελένη έκοψε ένα κοµµάτι από την τούρτα. 

Ποιο είναι το κοµµάτι που έκοψε; 

 

 

 

 

 

 

  

 
 
 
 
 
 
 
 

8)  Η Άννα φοράει . Η Εύα φοράει το  που της έδωσε η Βάσω. Ο 

∆ηµήτρης φοράει  και ο Νίκος φοράει  . Ποια είναι η Βάσω; 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ερωτήσεις  4  πόντων: 

Α)       Β)             Γ)     ∆)          Ε)  

Α)                           Β)                                     Γ)   
 
 
 
 
 
 
 
                                ∆)                    Ε)  

ΠΡΙΝ ΜΕΤΑ 



Μιχάλης Λάµπρου – Νίκος Κ. Σπανουδάκης 

Θέµατα ∆ιαγωνισµού Καγκουρό 2013 - Β΄ ∆ηµοτικού 10 

9)  Η Άννα, η Βάσω και η Γιάννα είχαν από 5 µήλα η καθεµία. Η Άννα έδωσε 3 µήλα στη Βάσω. 

Μετά η Βάσω έδωσε τα µισά από τα µήλα της στη Γιάννα. Πόσα µήλα έχει τώρα η Γιάννα; 

 

Α) 4   Β) 5   Γ) 7   ∆) 8   Ε) 9  

 
10)  Ο Γιώργος έχει 2 γατάκια που ζυγίζουν το ίδιο. Αν ο Γιώργος ζυγίζει 30 κιλά, 

πόσο ζυγίζει το κάθε γατάκι; ∆ες τη ζυγαριά για να καταλάβεις. 

 

Α) 1 κιλό    Β) 2 κιλά   
Γ) 3 κιλά  ∆) 4 κιλά   
Ε) 5 κιλά 

 
 
 
 
11)  Ποιο τετράγωνο εµφανίζεται τις περισσότερες φορές στην παρακάτω εικόνα; 

 

 

 

Α)    Β)  Γ)  ∆)  Ε) κανένα 

 
12)  Πόσα καρότα µπορεί να µαζέψει το κουνελάκι µέσα στον λαβύρινθο;  Μερικά δεν µπορεί να τα 

φτάσει γιατί είναι σε κλειστά δωµάτια. 

 

     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α) 7      Β) 8      Γ) 9       ∆) 15      Ε) 16  

36 κιλά 
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2 
4 5 

3 
1 

13)  Στην εικόνα βλέπουµε µια γάτα και ένα ποντίκι που ανεβαίνουν την 

σκάλα. Κάθε φορά που το ποντίκι ανεβαίνει ένα σκαλοπάτι, 

την ίδια στιγµή η γάτα ανεβαίνει δύο σκαλοπάτια. 

Σε ποιο σκαλοπάτι θα βρεθούν µαζί;  

 

 

 

.   

                           Α) στο 1                      Β) στο 2 
                Γ) στο 3  ∆) στο 4  Ε) στο 5 

 
 

14)  Πόσοι κύβοι υπάρχουν στη κατασκευή που φαίνεται 

στην εικόνα;   

 

Α) 12   Β) 18   Γ) 19    
∆) 22   Ε) 24  

 
 
 
15)  Ο Γιάννης έκανε την πρόσθεση 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19 και η Ελένη έκανε την 

πρόσθεση 2+4+6+8+10+12+14+16+18+20. Πόσο παραπάνω βρήκε η Ελένη; 

 

Α) 8   Β) 9   Γ) 10   ∆) 11   Ε) 12  

 

16)  Η Σοφία έφτιαξε 10 σπιτάκια σε µία σειρά, 

χρησιµοποιώντας σπίρτα. Η εικόνα δείχνει την αρχή της 

σειράς µε τα σπιτάκια που έφτιαξε. Πόσα σπίρτα 

χρησιµοποίησε συνολικά η Σοφία; 

 

Α) 50   Β) 51   Γ) 55   ∆) 60   Ε) 62  

 
17)  Ο Σωκράτης έγραψε στο πίνακα τα γράµµατα του ελληνικού αλφαβήτου. Τα έγραψε µε τη σει-

ρά τους, πολλές φορές. Να, κάπως έτσι:  

ΑΒΓ∆ΕΖΗΘΙΚΛΜΝΞΟΠΡΣΤΥΦΧΨΩΑΒΓ∆ΕΖΗΘΙΚΛΜΝΞΟΠΡΣΤΥΦΧΨΩΑΒΓ∆ΕΖ… 
Ποιο γράµµα είναι το εκατοστό στη σειρά;  

 

Α) το Η Β) το Ω Γ) το   Π     ∆) το ∆  Ε) το  Ζ 

Ερωτήσεις  5  πόντων: 
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18)  Η Μαρία έχει 3 αδελφούς και 3 αδελφές. Πόσους αδελφούς και πόσες αδελφές έχει ο αδελφός 

της ο Γιάννης; 
 

Α) 3 αδελφούς και 3 αδελφές  Β) 3 αδελφούς και 4 αδελφές   
Γ) 2 αδελφούς και 3 αδελφές    ∆) 3 αδελφούς και 2 αδελφές   
Ε) 2 αδελφούς και 4 αδελφές 

 
19)  Σε µία οικογένεια υπάρχουν 5 παιδιά. Από αυτά η Καίτη είναι 2 χρόνια µεγαλύτερη από τη 

Βάσω αλλά 2 χρόνια µικρότερη από τον ∆ηµήτρη. Ο Τάσος είναι 3 χρόνια µεγαλύτερος από την 

Άννα. Η Βάσω και η Άννα είναι δίδυµες. Ποιο παιδί είναι το πιο µεγάλο; 

 

Α) η Άννα Β) η Βάσω Γ) ο ∆ηµήτρης  ∆) η Καίτη Ε) ο Τάσος 
 

20)  Σε ένα παιχνίδι µπορείς να κάνεις τις ανταλλαγές 

που δείχνει η εικόνα δεξιά.  

Ο Άρης έχει 6 αχλάδια. Πόσες φράουλες θα έχει αν 

ανταλλάξει όλα τα αχλάδια του για να πάρει µόνο 

φράουλες; 

 

Α) 12   Β) 36   Γ) 18    
∆) 24   Ε) 6  

 
 
21)  Η ∆ανάη έχει έναν µεγάλο κύβο τον οποίο έβαψε. Μετά αφαίρεσε 4 

γωνίες, όπως δείχνει η εικόνα. Πριν στεγνώσει η µπογιά τον ακούµπησε 

στο χαρτί. Πόσα από τα παρακάτω σχήµατα µπορούν να είναι η στάµπα 

που θα αφήσει η µπογιά στο χαρτί;  

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

Α) 1   Β) 2   Γ) 3  ∆) 4   Ε) 5  
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Θέµατα Καγκουρό 2013                                                Επίπεδο:  1 
(για µαθητές της Γ΄ και ∆΄ τάξης ∆ηµοτικού) 

 

 
1)  Σε ποια εικόνα τα κόκκινα καγκουρό είναι περισσότερα από τα γκρι;  

 
2)  Ποιο από τα παρακάτω γινόµενα είναι µεγαλύτερο;   

 

Α) 1 1 1 1 1 2× × × × ×   Β) 1 1 1 1 2 2× × × × ×   Γ) 1 2 3× ×  

∆) 2 2 2× ×   Ε) 3 3×  

 
3)  Όταν ο Πινόκιο λέει ψέµατα η µύτη του µεγαλώνει κατά 6 εκατοστά του 

µέτρου. Όταν λέει την αλήθεια, η µύτη του µικραίνει κατά 2 εκατοστά. Τώρα 

η µύτη του είναι 9 εκατοστά. Αν πει τρεις φορές ψέµατα και δύο φορές την 

αλήθεια, πόσο µεγάλη θα γίνει η µύτη του;   

 

Α) 14 εκατοστά  Β) 15 εκατοστά  Γ) 19 εκατοστά 
∆) 23 εκατοστά  Ε) 31 εκατοστά 

Ερωτήσεις  3  πόντων: 

   

  

Α)                                Β)                                      Γ) 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

  ∆)                                                    Ε)  
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4)  Ο Γιάννης έκοψε µία σελίδα χαρτί σε 4 κοµµάτια. Μετά πήρε ένα από τα κοµµάτια και το έκοψε 

σε 4 µικρότερα. Πόσα κοµµάτια χαρτί έχει τώρα ο Γιάννης;  

 

Α) 4   Β) 5   Γ) 7   ∆) 8   Ε) 16  

 
5)  Βλέπουµε στη σειρά 20 κύκλους. Είναι βαµµένοι µε τη σειρά 1 κόκκινος, 1 πράσινος, 2 κόκκινοι, 

2 πράσινοι, 3 κόκκινοι, 3 πράσινοι, 4 κόκκινοι, 4 πράσινοι. Τι χρώµα έχουν οι κύκλοι µε τα ερωτη-

µατικά;  

 

 

 
 

 

 

 

6)  Πόσα τρίγωνα συνολικά, µικρά και µεγάλα, υπάρχουν στην 

διπλανή εικόνα;  

 

Α) 9   Β) 10   Γ) 11    
∆) 13   Ε) 14  

 
 
7)  Σε ένα κήπο υπάρχουν 46 µηλιές, 29 αχλαδιές και 29 πορτοκαλιές. Σε ένα πιο µικρό κήπο 

υπάρχουν 45 µηλιές, 28 αχλαδιές και 27 πορτοκαλιές. Πόσα περισσότερα δέντρα έχει ο πρώτος 

κήπος από τον δεύτερο;  

 

Α) 2   Β) 3   Γ) 4   ∆) 5   Ε) 6  

 
8)  Ο Τοµ ο γάτος έλειπε από το σπίτι του τρεις ολόκληρες βδοµάδες. 

Πόσα λεπτά της ώρας έλειπε;  

 

Α) 3 7 12 60× × ×  λεπτά Β) 7 24 60× ×  λεπτά         

Γ) 3 7 24 60× × ×  λεπτά   ∆) 3 7 24× ×  λεπτά         

Ε) 3 7 24 60 60× × × ×  λεπτά   

 
 

;   ;  ;   ; 

Α)   Β)         Β)                                                   Γ)  
 

 

           ∆)                                    Ε)  
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9)  Ένα καρβέλι ψωµί µπορεί να κοπεί σε 24 φέτες. Χρειαζόµαστε 

δύο φέτες ψωµιού για να φτιάξουµε ένα σάντουιτς. Αν έχουµε 

δυόµιση καρβέλια ψωµί, πόσα σάντουιτς µπορούµε να φτιάξουµε;  

 

Α) 24   Β) 30   Γ) 48   ∆) 34   Ε) 26  

 
10)  Στον πίνακα είναι γραµµένοι ορισµένοι αριθµοί. Ποιος από 

αυτούς είναι ίσος µε το άθροισµα δύο άλλων αριθµών του πίνα-

κα;   

 

Α) 17   Β) 25   Γ) 28    
∆) 31   Ε) κανένας 

 
11)  Η ∆ασκάλα έγραψε στον πίνακα τον αριθµό 325. Μετά τα παιδιά είπαν: 

Αντώνης: "Ο αριθµός έχει τρία ψηφία." 

Βάσω: " Όλα τα ψηφία είναι διαφορετικά µεταξύ τους." 

Γιάννα: "Το άθροισµα των ψηφίων του είναι 10." 

∆ηµήτρης: "Το ψηφίο των µονάδων είναι 5." 

Ελένη: « Όλα τα ψηφία είναι µονοί αριθµοί." 

Κάποιο από τα παιδιά έκανε λάθος. Ποιο; 

 

Α) ο Αντώνης    Β) η Βάσω     Γ) η Γιάννα      
∆) ο ∆ηµήτρης    Ε) η Ελένη 

 
12)  Ποιο κοµµάτι λείπει από τον σπασµένο καθρέφτη;  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ερωτήσεις  4  πόντων: 

14 
28 

25
15 

12 

1731 

Α)                            Β)   
 
 
 
Γ)                                        ∆)                                  Ε)  
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13)  Η Άννα έκανε µία 

πρόσθεση. Μετά έσβησε δύο 

ψηφία. Τα ψηφία που έσβησε 

ήταν ίδια. Τι ψηφίο έσβησε η 

Άννα τις δύο αυτές φορές;  

Α) 2  Β) 4 Γ) 5 ∆)  Ε) 8 

14)  Η Αθηνά άρχισε να περπατά προς τη κα-

τεύθυνση που δείχνει το βέλος. Στο πρώτο 

σταυροδρόµι που συνάντησε έστριψε δεξιά, 

στο δεύτερο έστριψε αριστερά, στο τρίτο έ-

στριψε αριστερά, στο τέταρτο έστριψε δεξιά, 

στο πέµπτο έστριψε αριστερά και στο έκτο 

έστριψε αριστερά. Τι θα συναντήσει στο έβδο-

µο σταυροδρόµι;   

 

Α)   Β)  
  

Γ)   ∆)          

Ε)  

 
 
15)  Η Άννα, η Βάσω, η Γωγώ και η ∆ήµητρα γεννήθηκαν  (όχι κατ΄ ανάγκη µε αυτή τη σειρά) τον 

Φεβρουάριο του 2000, τον Απρίλιο του 2001, τον Απρίλιο του 2002, και τον Μάρτιο του 2002.  

• Η Άννα και η Βάσω γεννήθηκαν τον ίδιο µήνα.  

• Η Άννα και η Γωγώ γεννήθηκαν το ίδιο έτος.  

Ποια από αυτές είναι πιο µεγάλη σε ηλικία; 

 

Α) η Άννα         Β) η Βάσω           Γ) η Γωγώ     

∆) η ∆ήµητρα           Ε) δεν µπορούµε να ξέρουµε 

 

4   +5   = 104 

ΑΡΧΗ 
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16)  Η γιαγιά µοίρασε 12 καραµέλες στα εγγόνια της. Στο κάθε 

εγγόνι έδωσε τον ίδιο αριθµό από καραµέλες. Ποιο από τα 

παρακάτω είναι σίγουρα λάθος;  

 

Α) η γιαγιά έχει 2 εγγόνια     Β) η γιαγιά έχει 3 εγγόνια  

Γ) η γιαγιά έχει 4 εγγόνια   ∆) η γιαγιά έχει 5 εγγόνια    
Ε) η γιαγιά έχει 6 εγγόνια 

 
 
17)  Ο Θαλής έκοψε µε το ψαλίδι ένα χάρτινο ορθογώνιο παραλληλόγραµµο και 

έφτιαξε δύο κοµµάτια. Το ένα από τα δύο κοµµάτια φαίνεται δεξιά. Ποιο από τα 

παρακάτω είναι το άλλο κοµµάτι;    

 

Α)           Β)    Γ)     
         

∆)           Ε)  

 
18)  Η Ελένη έχει πλακάκια που είναι φτιαγµένα από τετραγωνάκια κολληµένα σε τετράδες, όπως 

στην εικόνα. Θέλει να φτιάξει µία τετράγωνη επιφάνεια. Ποιος είναι ο πιο µικρός 

αριθµός από τέτοια πλακάκια που πρέπει να χρησιµοποιήσει;  

 

Α) 2   Β) 3   Γ) 4    
∆) 5   Ε) περισσότερα από 5 

 
19)  Ένα µαντίλι έχει πλάτος 36 ε-

κατοστά και µήκος 60 εκατοστά. 

Το µαντίλι έχει ένα µοτίβο από µι-

κρά τετράγωνα µε ήλιους και φεγ-

γάρια. Στο πλάτος έχει 9 τετράγω-

να.  Ένα µέρος του µαντιλιού φαίνε-

ται στην εικόνα. Πόσα είναι όλα µαζί 

τα φεγγάρια στο µαντίλι;    

 

Α) 68   Β) 67   
Γ) 65   ∆) 63   
Ε) 60  

Ερωτήσεις  5  πόντων: 

60 εκατοστά 

36
 ε
κα

το
στ
ά 
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20)  Ένα µεγάλο τετράγωνο χωράφι χωρίστηκε σε τετράγωνες περιοχές, 

όπως δείχνει ο χάρτης δίπλα. Αν η µικρή κίτρινη περιοχή έχει επιφάνεια 1 

τετραγωνικό χιλιόµετρο, πόση είναι η επιφάνεια του µεγάλου χωραφιού;  

 

Α) 4 τετραγωνικά χιλιόµετρα     Β) 10 τετραγωνικά χιλιόµετρα   

Γ) 16 τετραγωνικά χιλιόµετρα       ∆) 32 τετραγωνικά χιλιόµετρα    

Ε) 64 τετραγωνικά χιλιόµετρα    

 
21)  Ο Σωκράτης θέλει να ταχυδροµήσει 48 βιβλία. Αποφάσισε να 

τα κάνει πακέτα. Επιτρέπεται να φτιάξει τριών ειδών πακέτα: είτε 

µε 5 βιβλία ή µε 9 βιβλία ή µε 10 βιβλία ανά πακέτο. Ποιος είναι ο 

πιο µικρός αριθµός από τέτοιου είδους πακέτα που θα χρειαστεί να 

φτιάξει;  

 

Α) 8   Β) 7   Γ) 6   ∆) 5   Ε) 4  

 
22)  Σε µία τάξη υπάρχουν 30 

παιδιά. Όλα έχουν στο σπίτι τους 

γατάκι ή σκυλάκι (ή και τα δύο). 

Ξέρουµε ότι 15 από τα παιδιά έχουν 

γατάκι και 20 από τα παιδιά έχουν 

σκυλάκι. Πόσα από τα παιδιά έχουν 

και γατάκι και σκυλάκι;  

 

Α) 25   Β) 15   Γ) 30   ∆) 10   Ε) 5  

 
23)  Ο ∆ιόφαντος σκέφτηκε έναν διψήφιο αριθµό που το άθροισµα των ψηφίων του ήταν 8.  Όταν 

πολλαπλασίασε τον διψήφιο επί 5, το αποτέλεσµα ήταν πάλι διψήφιος αριθµός. Πόσο είναι το 

γινόµενο των ψηφίων του αριθµού που σκέφτηκε ο ∆ιόφαντος;   

 

Α) 4   Β) 5   Γ) 6   ∆) 7   Ε) 8  

 
24)  Ένα καγκουρό ξέρει να γράφει µόνο αριθµούς που περιέχουν τα ψηφία 0 ή 1. Μια µέρα 

έγραψε τρεις διαφορετικούς αριθµούς που είχαν άθροισµα 213. Ποιος είναι ο πιο µικρός από τους 

τρεις αριθµούς που έγραψε;   

 

Α) 1    Β) 10    Γ) 11    
∆) 100   Ε) κανένα από τα προηγούµενα 
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Θέµατα Καγκουρό 2013                                                Επίπεδο:  2 
(για µαθητές της Ε΄ και ΣΤ΄ τάξης ∆ηµοτικού) 

 

 
 
1)  Βάζουµε τους αριθµούς 2, 0, 1, 3 σε µία µηχανή 

που κάνει προσθέσεις, όπως στο σχήµα. Ποιο θα 

είναι το αποτέλεσµα στο κουτάκι µε το ερωτηµατικό;   

 

Α) 2   Β) 3   Γ) 4   

∆) 5   Ε) 6  

 

2)  Ο Νίκος έγραψε στον πίνακα όλους τους αριθµούς από το 1 µέχρι το 100. Πόσες φορές 

χρειάστηκε να γράψει το ψηφίο 9;  

 

Α) 10   Β) 11   Γ) 12   ∆) 19   Ε) 20  

 
3)  Πόσο είναι το γινόµενο 2 2 2 2 5 5 5 5× × × × × × × ;    

 

Α) 28         Β) 400     Γ) 2000  ∆) 10000  Ε) κανένα από τα προηγούµενα 
 
4)  Πόσοι µικροί κύβοι χρειάζονται για να 

συµπληρωθεί το αριστερό σχήµα για να 

γίνει ίδιο µε τον µεγάλο κύβο δεξιά;  

    

Α) 5   Β) 6   Γ) 7  

 ∆) 8   Ε) 9  

 
5)  Ποιος είναι ο µεγαλύτερος διψήφιος αριθµός στον οποίο αν προσθέσουµε 50, το αποτέλεσµα 

είναι πάλι διψήφιος αριθµός; 

 

Α) 40   Β) 30   Γ) 50   ∆) 99   Ε) κανένα από τα προηγούµενα 

 
6)  Ο Γιάννης έκοψε µία σελίδα χαρτί σε 10 κοµµάτια. Μετά πήρε ένα από τα κοµµάτια και το έκοψε 

σε δέκα µικρότερα. Πόσα κοµµάτια χαρτί έχει τώρα ο Γιάννης; 

 

Α) 10   Β) 11   Γ) 19   ∆) 20   Ε) 100  

Ερωτήσεις  3  πόντων: 

2 0 1 3 

+ + 

+ 

; 
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7)  Πόσα µέτρα απέχει η Λητώ από την Νιόβη;  

 

                           
 

 
 
 

         Α) 300 µέτρα    Β) 400 µέτρα Γ) 800 µέτρα       ∆) 1000 µέτρα     Ε) 700 µέτρα 
 
8)  Πιο από τα παρακάτω σχήµατα (τα πράσινα) έχει την µεγαλύτερη περίµετρο;  

 

 

 

 

 
 
9)  Ο Τηλέµαχος µαθαίνει να οδηγεί αυτοκίνητο. Μέχρι τώρα έ-

µαθε να στρίβει δεξιά στις γωνίες αλλά δεν έµαθε να στρίβει αρι-

στερά. Ποιος είναι ο µικρότερος αριθµός από στροφές που πρέ-

πει να κάνει για να πάει από το σηµείο Α (όπως δείχνει το βέλος) 

στο Β;  

 

Α) 3      Β) 4          Γ) 6  ∆) 8      Ε) 10  

 
10)  Το άθροισµα των ηλικιών του Αντώνη, της Βάσως και της Γιάννας είναι 31 χρόνια. Πόσο θα 

είναι το άθροισµα των ηλικιών τους σε 3 χρόνια;  

 

Α) 32   Β) 34   Γ) 35   ∆) 37   Ε) 40  

 
 
11)  Ποιο ψηφίο πρέπει να µπει στη θέση του Α για να γίνει σωστός  

ο πολλαπλασιασµός στο διπλανό σχήµα;  

 

Α) 6   Β) 4   Γ) 7   ∆) 9   Ε) 8  
 

12)  Ένα κουδούνι χτυπάει κάθε 15 λεπτά. Χθες χτύπησε για πρώτη φορά στις 11:05. Τι ώρα ήταν 

όταν χτύπησε για τέταρτη φορά;  

 

Α) 11:40 Β) 11:50 Γ) 11:55 ∆) 12:00 Ε) 12:05 

Ερωτήσεις  4  πόντων: 

Λητώ Νιόβη 

100 µέτρα 

1
8

 1
4

 1
2

 

Α)              Β)                                Γ)                            ∆)                        Ε)  

Α

Β

   Α Α 
        Α 
  1 7 6
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13)  Ο ζωγράφος σχεδίασε δύο τετράγωνα για να φτιάξει ένα σχήµα µε 

τρεις περιοχές. Αν σχεδιάσει τα δύο τετράγωνα σε άλλες θέσεις, ποιος είναι 

ο µεγαλύτερος δυνατός αριθµός από περιοχές που µπορεί να έχει το σχήµα 

του;  

 

  Α) 3   Β) 5   Γ) 6   ∆) 8   Ε) 9  

 
14)  Ποιος είναι ο πιο µεγάλος διψήφιος αριθµός του οποίου το άθροισµα των ψηφίων είναι 8; 

 

Α) 8   Β) 17   Γ) 71   ∆) 80   Ε) 99  

 
15)  Μερικοί αριθµοί έχουν την ιδιότητα να είναι πολλαπλάσια του ψηφίου των µονάδων τους. Για 

παράδειγµα ο 12 είναι πολλαπλάσιο του ψηφίου 2 των µονάδων του. Αντίθετα, ο 18 δεν έχει αυτή 

την ιδιότητα. Πόσοι αριθµοί από τον 21 µέχρι και τον 29 έχουν αυτή την ιδιότητα;  

 

Α) 2   Β) 3   Γ) 4   ∆) 5   Ε) 6  

 
16)  Ο Θαλής έκοψε µε το ψαλίδι ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο και έφτιαξε δύο 

κοµµάτια. Το ένα από τα δύο κοµµάτια φαίνεται δεξιά. Ποιο από τα παρακάτω είναι το 

άλλο κοµµάτι;    

 
17)  Πέντε σκυλάκια ζυγίζουν 1 κιλό, 4 κιλά, 7 κιλά, 8 κιλά και 12 

κιλά, αντίστοιχα. Μια µέρα ένα από τα σκυλάκια έφυγε από την 

παρέα. Από αυτά που έµειναν, το ένα ζύγιζε όσο όλα τα άλλα µαζί. 

Πόσο ζύγιζε το σκυλάκι που έφυγε;  

 

Α) 1 κιλό      Β) 4 κιλά     Γ) 7 κιλά     ∆) 8 κιλά     Ε) 12 κιλά     

 
18)  Η Άννα έχει µερικά σοκολατάκια που έχουν σχήµα όπως στην πάνω εικόνα 

δεξιά. Θέλει να τα βάλει σε ένα κουτί όπως στην κάτω εικόνα δεξιά, µε διαστάσεις 

4 5× . Τα σοκολατάκια δεν πρέπει να µπουν το ένα πάνω στο άλλο. Ποιος 

είναι ο µεγαλύτερος αριθµός από σοκολατάκια που χωράνε στο κουτί;  

   

Α) 2   Β) 3   Γ) 4   ∆) 5   Ε) 6  

Α)                               Β)                               Γ)                           ∆)                               Ε)  
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Άλφα Βήτα 

Γάµµα 

∆έλτα 

νότια πλευρά Ν

Β
∆ Α

19)  Κάποιο µεσηµέρι η Άρτεµις πήγε να επισκεφθεί τη γιαγιά της. Περπάτησε όλη τη διαδροµή µε 

σταθερή ταχύτητα. Στην εικόνα βλέπουµε την ώρα που έδειχνε το ρολόι της στην αρχή και στο τέ-

λος της διαδροµής. Τι ώρα έδειχνε ο λεπτοδείκτης του ρολογιού της όταν βρισκόταν στο 1/3 της 

διαδροµής;  

 

 

    

 

 

 

 

 
 
 
 
 
20)  Σε ένα χάρτη βλέπουµε τέσσερα χωριά. Η απόσταση από το Άλφα στο ∆έλτα είναι 150 χιλιό-

µετρα,  από το Άλφα 

στο Γάµµα είναι 70 χι-

λιόµετρα και από το 

Βήτα στο ∆έλτα είναι 

100 χιλιόµετρα. Πόσα χιλιόµετρα είναι από το Βήτα στο Γάµµα;  

 

Α) 30 χιλιόµετρα          Β) 40 χιλιόµετρα          Γ) 20 χιλιόµετρα           
∆) 50 χιλιόµετρα          Ε) 10 χιλιόµετρα         

 
 
21)  Η εικόνα δεξιά δείχνει µία αεροφωτογραφία ενός οικο-

δοµικού τετραγώνου. Τι θα δούµε αν κοιτάξουµε το οικο-

δοµικό τετράγωνο από την βορινή του πλευρά;  

     

                   

 

 

 

 

 

Ερωτήσεις  5  πόντων: 

; 

Α)                            Β)                             Γ)                            ∆)                             Ε)  

              Α)           Β) 
 
 
  
     Γ)              ∆)           Ε)  
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22)  Τρεις από τις γάτες του πάρκου, η Ασπρούλα, η Ψιψίνα και η 

Χρουχρού, γέννησαν καινούργια γατάκια. Η κάθε µία γέννησε 

διαφορετικό αριθµό από γατάκια. Η Ασπρούλα και η Ψιψίνα µαζί 

γέννησαν 6 γατάκια. Η Ασπρούλα και η Χρουχρού µαζί γέννησαν 4 

γατάκια. Ποια γέννησε 3 γατάκια;  

 

Α) η Ασπρούλα         Β) η Ψιψίνα          
Γ) η Χρουχρού ∆) καµία από τις τρεις           Ε) δεν µπορούµε να ξέρουµε 

 
23)  Ο Αρχιµήδης έγραψε στον πίνακα τρεις µονοψήφιους αριθµούς που το άθροισµά τους ήταν 

26. Ποιος είναι ο πιο µικρός από τους µονοψήφιους αριθµούς που έγραψε ο Αρχιµήδης;  

 

Α) 3      Β) 5         Γ) 7  ∆) 8      Ε) δεν µπορούµε να είµαστε σίγουροι 

 
24)  Από έναν ξύλινο κύβο αφαιρέσαµε µικρούς κύβους από κάθε 

κορυφή του, όπως δείχνει η εικόνα. Πόσες έδρες έχει το σχήµα που 

προκύπτει; (Τα βελάκια στο σχήµα δείχνουν µερικές έδρες).   

 

Α) 16   Β) 20   Γ) 24   ∆) 30   Ε) 36  

 
25)  Στο διπλανό τετράγωνο είναι σχεδιασµένες µερικές κουκκίδες. Θέλουµε 

να τοποθετήσουµε ένα από τα παρακάτω πέντε σχήµατα πάνω στο τετρά-

γωνο µε σκοπό να καλύψουµε όσο γίνεται περισσότερες από τις κουκκίδες. 

Ποιο από τα σχήµατα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε;  

 

 

 

 

 

 

 

26)  Σε έναν αγώνα ποδοσφαίρου Πιγκουίνων εναντίον 

Καγκουρό µπήκαν συνολικά 6 γκολ στο πρώτο ηµίχρονο 

και άλλα 3 στο δεύτερο. Μέχρι το πρώτο ηµίχρονο κέρδιζε 

η οµάδα των Πιγκουίνων αλλά στο τέλος κέρδισε η οµάδα 

των Καγκουρό. Πόσα γκολ έβαλε η οµάδα των Καγκουρό;   

 
Α) 3        Β) 4  Γ) 5    ∆) 6       Ε) 7  

Α)                                 Β)                               Γ)                           ∆)            Ε)  
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27)  Στα τετράγωνα ενός 4 4×  πίνακα γράφουµε αριθµούς. Σε τετράγω-

να που έχουν κοινή πλευρά, οι αριθµοί διαφέρουν κατά 1. Ο πίνακας 

περιέχει τους αριθµούς 3 και 9. Ο αριθµός 3 είναι στο πάνω αριστερό 

τετράγωνο και ο 9 είναι κρυµµένος. Πόσοι διαφορετικοί µεταξύ τους α-

ριθµοί εµφανίζονται στον πίνακα; 

 

Α) 4   Β) 5   Γ) 6   ∆) 7   Ε) 8  

 
28)  Η Ήρα και η Αθηνά έκοψαν µήλα από τη µηλιά. Η Ήρα έκοψε τριπλάσιο 

αριθµό µήλων από αυτά που έκοψε η Αθηνά.  Αν η Ήρα έκοψε 12 µήλα 

περισσότερα από την Αθηνά, πόσα µήλα έκοψε η Αθηνά;  

 

Α) 7   Β) 6   Γ) 5   ∆) 4   Ε) 3  

 
29)  Στο πάρκο ζουν 15 αγριόπαπιες. Οι 7 από αυτές έχουν καφετί 

χρώµα και οι 12 έχουν πράσινο ράµφος. Ποιος είναι ο µικρότερος δυνα-

τός αριθµός από αγριόπαπιες του πάρκου που σίγουρα έχουν και κα-

φετί χρώµα και πράσινο ράµφος;  

 

Α) 3   Β) 4   Γ) 5   ∆) 7   Ε) 8  

 
30)  Ο Αρφ, ο Βαρ και ο Γορ είναι πειρατές που λένε 

πάντα ψέµατα. Ο καθένας κρατάει από ένα διαµάντι 

που είναι είτε κόκκινο είτε πράσινο χρώµα. Μια µέρα 

ο Αρφ είπε «το δικό µου διαµάντι έχει το ίδιο χρώµα 

µε του Βαρ». Ο Βαρ είπε «το δικό µου διαµάντι έχει το 

ίδιο χρώµα µε του Γορ» και ο Γορ είπε «ακριβώς δύο 

από εµάς έχουν κόκκινα διαµάντια». Ποιο από τα πα-

ρακάτω είναι σίγουρα σωστό; 

  

Α) Το διαµάντι του Αρφ είναι πράσινο  

      Β) Το διαµάντι του Βαρ είναι πράσινο 

 Γ) Το διαµάντι του Γορ είναι κόκκινο  

                       ∆) Τα διαµάντια του Αρφ και του Γορ έχουν διαφορετικό χρώµα 

                              Ε) Κανένα από τα προηγούµενα 

 

 

 

3 
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Θέµατα Καγκουρό 2013                                                Επίπεδο:  3 
(για µαθητές της Α΄ και Β΄ τάξης Γυµνασίου) 

 

 
1)  Το µεγάλο τρίγωνο της εικόνας είναι ισόπλευρο µε εµβαδόν 9. Οι 

ευθείες είναι παράλληλες προς τις πλευρές του τριγώνου και τις χωρίζουν 

σε τρία ίσα µέρη. Πόσο είναι το εµβαδόν της κόκκινης περιοχής; 

 

Α) 1   Β) 4   Γ) 5   ∆) 6   Ε) 7  

 

2)  Ο ∆ιόφαντος βρήκε µε το κοµπιουτεράκι του ότι 1111 11
101

= . Πόσο κάνει 3333 4444
101 202

+  ;  

 

Α) 5   Β) 9   Γ) 11   ∆) 55   Ε) 99  

 
3)  Στον πίνακα είναι γραµµένοι όλοι οι τετραψήφιοι αριθµοί που έχουν τα ίδια ψηφία µε τον 2013. 

Ποια είναι η διαφορά του µικρότερου από τον µεγαλύτερο αριθµό στον πίνακα; 

 

Α) 1980   Β) 1989   Γ) 2187   ∆) 3087    
Ε) κανένα από τα προηγούµενα  

 
4)  Είναι γνωστό ότι το βάρος του αλατιού προς το βάρος του καθαρού νερού µέσα στο θαλασσινό 

νερό έχουν λόγο 7:193. Πόσο ζυγίζει το αλάτι σε 1000 κιλά θαλασσινό νερό;  

 

Α) 35 κιλά   Β) 186 κιλά  Γ) 193 κιλά   
∆) 200 κιλά  Ε) 350 κιλά 

 

5)  Ένα πρίσµα έχει συνολικά 32 έδρες. Πόσες ακµές έχει το πρίσµα αυτό; (Στο σχήµα 

φαίνεται ένα πρίσµα που δεν είναι αυτό της ερώτησης).  

 

Α) 30   Β) 32   Γ) 60   ∆) 62   Ε) 90  

 
6)  Η  Λητώ έχει ένα 4 4× τετραγωνισµένο χαρτί. Θέλει µε ένα ψαλίδι να 

κόψει το χαρτί καταµήκος των γραµµών για να φτιάξει αντίγραφα των δύο 

κίτρινων σχηµάτων που εικονίζονται. Ποιος είναι ο µεγαλύτερος αριθµός 

τέτοιων σχηµάτων που µπορεί να φτιάξει;  
 

Α) 1   Β) 2   Γ) 3   ∆) 4   Ε) 5  

Ερωτήσεις  3  πόντων: 
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7)  Ο Ήφαιστος σκέφτηκε όλους τους διψήφιους  αριθµούς που το γινόµενο των ψηφίων τους είναι 

24. Πόσο είναι το άθροισµα των ψηφίων του πιο µικρού από τους αριθµούς που σκέφτηκε ο 

Ήφαιστος;  

 

Α) 6   Β) 8   Γ) 9   ∆) 10   Ε) 11  

 
8)  Ένα συρτάρι περιέχει 2 κόκκινες κάλτσες, 3 µπλε, 10 

άσπρες, 4 πράσινες και 3 µαύρες. Ποιος είναι ο µικρότερος 

αριθµός από κάλτσες που πρέπει να βγάλουµε από το 

συρτάρι για να είµαστε απόλυτα βέβαιοι ότι θα βγάλουµε 

τουλάχιστον δύο κάλτσες µε το ίδιο χρώµα;  

 

Α) 2   Β) 12   Γ) 10   ∆) 5   Ε) 6  

 
9)  Η Αθηνά ανάβει ένα κερί κάθε 10 λεπτά. Κάθε κερί µένει αναµµένο για 40 λεπτά και 

αµέσως µετά σβήνει από µόνο του. Πόσα κεριά θα είναι αναµµένα 55 λεπτά από τη στιγµή 

που η Αθηνά θα ανάψει το πρώτο κερί;  

 

Α) 2   Β) 3   Γ) 4   ∆) 5   Ε) 6  

 
10)  Ο χάρτης δείχνει τα 25 οικοδοµικά τετράγωνα ενός χωριού. Στο χωριό 

υπάρχουν δύο πάρκα διαστάσεων 1 1×  και 1 2×  (είναι οι πράσινες περιοχές). 

Ο ∆ήµος θέλει να φτιάξει µία παιδική χαρά διαστάσεων 1 3× , που θα καλύπτει 

τρία οικοδοµικά τετράγωνα. Σε πόσες θέσεις µπορεί να τοποθετήσει την 

παιδική χαρά αν δεν πρέπει να έχει κοινό σηµείο, ούτε στις γωνίες, µε κάποιο 

από τα πάρκα;   

 

Α) 4   Β) 5   Γ) 6   ∆) 7   Ε) 8  
 

 
 

11)  Η Αταλάντη και η Νιόβη βρίσκονται σε δύο απέναντι σηµεία µιας 

κυκλικής λίµνης. Ξεκινούν ταυτόχρονα να τρέχουν γύρω από τη λίµνη 

ακολουθώντας τη φορά των δεικτών του ρολογιού. Η ταχύτητα της 

Αταλάντης είναι τα 9
8

 της ταχύτητας της Νιόβης. Πόσους πλήρεις γύρους 

θα έχει κάνει η Νιόβη όταν την φτάσει για πρώτη φορά η Αταλάντη;  

 

Α) 4   Β) 8   Γ) 9   ∆) 2   Ε) 72  

Ερωτήσεις  4  πόντων: 

    Αταλάντη 

  Νιόβη 
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A
B

Γ 
∆ 

α β 

γ 

δ 

12)  Σε ένα τετραγωνισµένο χαρτί τα τετραγωνάκια έχουν πλευρά 

µήκους 1 cm. Πόσο είναι το εµβαδόν του µωβ τετραπλεύρου ΑΒΓ∆;  

 

Α) 24 2cm     Β) 21 2cm     Γ) 19 2cm     

∆) 22 2cm     Ε) 26 2cm   

 
13)  Πόσοι αριθµοί από το 1 µέχρι το 20136 είναι τέλεια τετράγωνα; (Τέλεια τετράγωνα  

ονοµάζονται οι αριθµοί  1=12 , 4=22 , 9=32 , 16 = 42 και λοιπά). 

 

Α) 4016  Β) 22013  Γ) 32013  ∆) 42013  Ε) 52013  

 
14)  O Άλκης διάλεξε τρεις από τους αριθµούς 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Μετά πολλαπλασίασε τους 

τρεις αριθµούς που διάλεξε. Ποιος από τους παρακάτω αριθµούς αποκλείεται να είναι το γινόµενο 

που βρήκε;  

 

Α) 27   Β) 35   Γ) 39   ∆) 64   Ε) 288  

 
15)  Τρεις φυσικοί αριθµοί x, y, z ικανοποιούν τις ισότητες x y 14⋅ = , y z 10⋅ =  και  z x 35⋅ = . Με 

πόσο ισούται το x y z+ + ;  

 

Α) 10   Β) 12   Γ) 14   ∆) 16   Ε) 18  

 
16)  Στο σχήµα οι γωνίες είναι α = 55ο , β = 40ο  και  γ = 35ο . 

Πόσες µοίρες είναι η γωνία δ; 

 

      Α) o100        Β) o105        Γ) o120        ∆) o125        Ε) o130  

 
17)  Η εικόνα δεξιά δείχνει µία αεροφωτογραφία ενός οικοδοµικού 

τετραγώνου. Τι θα δούµε αν κοιτάξουµε το οικοδοµικό τετράγωνο 

από την βορινή του πλευρά;  

 

 

 
 

  Α)       Β)           Γ)           ∆)   Ε) Ν 
νότια πλευρά 

Β 
∆ Α 
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18)  Ποιο από τα παρακάτω σχήµατα δεν είναι το ανάπτυγµα της επιφάνειας κύβου; 

 
 
 
 
 
19)  Ο ∆ιόφαντος έγραψε στον πίνακα τον πιο µικρό αριθµό που το άθροισµα των ψηφίων του εί-

ναι 107. Ποιο είναι το πρώτο (αριστερότερο) ψηφίο του αριθµού που έγραψε;  

 

Α) 1   Β) 2   Γ) 5   ∆) 7   Ε) 8  

 
20)  Έχουµε ένα οξυγώνιο και ένα αµβλυγώνιο τρίγωνο. Οι τέσσερις από τις έξι γωνίες τους είναι  

o130 , o80 , o55  και o10 . Πόσες µοίρες είναι η µικρότερη γωνία του οξυγώνιου τριγώνου;  

 

Α) o15   Β) o25  Γ) o30   ∆) o40  Ε) o45  

 
 
 
21)  Η περίµετρος των τριγώνων ΑΖΕ, Β∆Ζ, ∆ΓΕ και ∆ΕΖ είναι 12, 

23, 24 και 18, αντίστοιχα. Πόση είναι η περίµετρος του ΑΒΓ;   

 

Α) 38   Β) 41   Γ) 43   ∆) 47   Ε) 49  

 
 
22)  Σήµερα ο Ηρακλής και η µητέρα του έχουν τα γενέθλιά τους. Το γινόµενο των ηλικιών τους 

είναι 705. Πόσο είναι το άθροισµα των ηλικιών τους;  

 

Α) 146  Β) 65   Γ) 62   ∆) 55   Ε) κανένα από τα προηγούµενα  

 
23)  Ο Άρης, η Βάσω, ο Γιώργος, η ∆ήµητρα και η Ελένη γεννήθηκαν (όχι κατ΄ ανάγκη µε αυτή τη 

σειρά) στις 20/2/2001, 12/3/2000, 20/3/2001, 12/4/2000 και 23/4/2002. Γνωρίζουµε ότι 

• Ο Άρης και η Ελένη γεννήθηκαν τον ίδιο µήνα. 

• Η Βάσω και ο Γιώργος γεννήθηκαν τον ίδιο µήνα. 

• Ο Άρης και ο Γιώργος γεννήθηκαν το ίδιο έτος. 

• Η ∆ήµητρα και η Ελένη γεννήθηκαν το ίδιο έτος. 

Ποιο από τα παιδιά είναι το πιο µεγάλο σε ηλικία;  

 

Α) ο Άρης    Β) η Βάσω  Γ) )  ο Γιώργος       ∆) η ∆ήµητρα  Ε) η Ελένη 

Ερωτήσεις  5  πόντων: 

Α 

Ζ 

Β

Ε 

∆ Γ

23 

18 

12 

24 

Α)      Β)           Γ)            ∆)            Ε)  
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24)  Η γιαγιά τηγάνισε 6 πίτες. Τις αρίθµησε 1, 2, 3, 4, 5 και 6 µε τη σειρά που τις έφτιαξε. Όσο τις 

ετοίµαζε, ερχόταν κάθε τόσο το εγγονάκι της στη κουζίνα και έτρωγε την πιο ζεστή από τις ψηµένες 

πίτες (δηλαδή την πιο πρόσφατη). Ποια από τις παρακάτω 

αποκλείεται να είναι η σειρά µε τις οποίες το εγγονάκι έφαγε τις πίτες;  
 

Α) 123456 Β) 125436 Γ) 325461 ∆) 456231 Ε) 654321 
 

25)  Έχουµε τέσσερις θετικούς αριθµούς  µ, ν, Μ, Ν µε 0 < µ < ν και 0 < Μ < Ν. Ποιος από τους 

παρακάτω αριθµούς είναι ο µικρότερος;   
 

Α) µ
M

       Β) µ
N

 Γ) ν
M

       ∆) ν
N

 Ε) Εξαρτάται από τους αριθµούς 

 

26)  Ο µέσος όρος των παιδιών ανά οικογένεια σε µία οµάδα από πέντε οικογένειες αποκλείεται να 

είναι 
 

Α) 0,2  παιδιά         Β) 1,2 παιδιά  Γ) 2,2 παιδιά         ∆) 2,4 παιδιά    Ε) 2,5 παιδιά 
 

27)  Η Σοφία έγραψε στον πίνακα έναν τριψήφιο φυσικό αριθµό. Μετά έσβησε ένα από τα ψηφία 

του τριψήφιου, οπότε παρέµεινε ένας διψήφιος. Το άθροισµα του διψήφιου που παρέµεινε και του 

αρχικού τριψήφιου ήταν 771. Πόσο είναι το άθροισµα των ψηφίων του αρχικού τριψήφιου;  
 

Α) 8   Β) 17   Γ) 19   ∆) 20   Ε) 23  
 

28)  O Αχιλλέας και ο Λαγός έτρεξαν έναν µαραθώνιο δρόµο. Ο Αχιλλέας ήρθε 21ος. 

Ο Λαγός ήρθε 31ος µετρώντας από το τέλος. Ο Αχιλλέας ξεπέρασε διπλάσιο αριθµό 

δροµέων από τον αριθµό των δροµέων που ξεπέρασαν τον Λαγό. Πόσοι ήσαν όλοι 

µαζί οι δροµείς στον µαραθώνιο αυτό;  
 

Α) 31   Β) 41   Γ) 51   ∆) 61   Ε) 81  
 

29)  Σε ένα σπάγκο είναι περασµένες εναλλάξ άσπρες και µαύρες χάντρες. Η 

εικόνα δείχνει ένα τµήµα του σπάγκου. Ποιος από τους παρακάτω αριθµούς 

αποκλείεται να είναι το ποσοστό των µαύρων χαντρών στον σπάγκο;   
 

Α) 40%  Β) 45% Γ) 48%  ∆) 50% Ε) 60% 
 

30)  Ο Πυθαγόρας έγραψε στη σειρά 300 αριθµούς. Οι πρώτοι πέντε είναι οι 1, 1− , 1− , 1, 1− . 

Από εκεί και πέρα ο κάθε αριθµός είναι ίσος µε το γινόµενο των δύο προηγούµενών του. Πόσο 

είναι το άθροισµα των 300 αριθµών που έγραψε ο Πυθαγόρας;   
 

Α) 150−  Β) 100−  Γ) 0        ∆) 100     Ε) 150  
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Θέµατα Καγκουρό 2013                                                Επίπεδο:  4 
(για µαθητές της Γ΄ τάξης Γυµνασίου και Α΄ τάξης Λυκείου) 

 

 
1)  Ποιος από τους παρακάτω αριθµούς δε διαιρεί τον 200013 2013− ;  

 

Α) 2   Β) 3   Γ) 5   ∆) 7   Ε) 11  

 
2)  Η Άρτεµις ζωγράφισε κάποια σχήµατα σε έξι ολόιδια άσπρα τετράγωνα φύλλα χαρτιού, όπως 

δείχνει η εικόνα. Πόσα από αυτά τα σχήµατα έχουν περίµετρο ίση µε την περίµετρο του χαρτιού 

που το περιέχει;  

                       

Α) δύο  Β) τρία  Γ) τέσσερα  ∆) πέντε  Ε) έξι  
 
3)  Η κυρία Χαρά θέλει να αγοράσει 4 τετράδια για καθένα 

από τα 4 παιδιά της. Στο µαγαζί υπήρχε η διπλανή ταµπέλα. 

Πόσα ευρώ θα χρειαστεί να πληρώσει η κυρία Χαρά;  

 
Α) 1,60 ευρώ Β) 2,40 ευρώ Γ) 5,60 ευρώ ∆) 6,40 ευρώ Ε) 40 ευρώ  

 
4)  Στη διπλανή πρόσθεση δύο ψηφία είναι αόρατα. Με πόσο ισούται το 

πιο µεγάλο από τα δύο αόρατα ψηφία;  

  

Α) 1   Β) 2   Γ) 3   ∆) 4    
Ε) δεν µπορούµε να ξέρουµε     

 
5)  Έχουµε ένα τετραγωνισµένο χαρτί του οποίου τα τετραγωνάκια 

έχουν πλευρά 1. Στο χαρτί έχουν επιλεγεί έξι (πράσινα) σηµεία ό-

πως δείχνει το διπλανό σχήµα. Από όλα τα δυνατά εµβαδά των τρι-

γώνων µε κορυφές στα σηµεία αυτά, ποιο είναι το µικρότερο;                                                                                

 

Α) 1
4

  Β) 1
3

  Γ) 1
2

  ∆) 1   Ε) 2  

Ερωτήσεις  3  πόντων: 

Τετράδια 
40 λεπτά το ένα. 

Κάθε έκτο τετράδιο δωρεάν 

   9    7 
   5    6 
1 4 2 3 
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6)  Ποιος από τους παρακάτω αριθµούς ισούται µε το άθροισµα 15 104 8+ ; 

 

Α) 252   Β) 302   Γ) 312   ∆) 352   Ε) 402  

 
7) Με τέσσερις κόκκινους και τέσσερις πράσινους κύβους κατασκευάζουµε 

έναν µεγαλύτερο,  όπως δείχνει η εικόνα. Πιο από τα παρακάτω είναι το 

ανάπτυγµα της επιφάνειας του µεγάλου κύβου;  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8)  Ο αριθµός  N  είναι ο µεγαλύτερος φυσικός για τον οποίο ο 4N είναι τριψήφιος, και ο αριθµός  M 

είναι ο µικρότερος φυσικός για τον οποίο ο 4M είναι τριψήφιος. Ποια είναι η τιµή της διαφοράς 

4N 4M− ;  

 

Α) 900  Β) 899  Γ) 896  ∆) 225  Ε) 224  

 
9)  Στο πίνακα είναι σχεδιασµένο ένα τόξο ενός κύκλου µε κέντρο Μ. Στο 

τόξο είναι ζωγραφισµένο ένα βελάκι, όπως δείχνει το σχήµα δεξιά. Ο 

Ευκλείδης πρώτα έστριψε το τόξο γύρω από το Μ κατά γωνία o90 µε 

φορά αντίθετη από τους δείκτες του ρολογιού. Του σχήµατος που 

προέκυψε πήρε το συµµετρικό ως προς τον άξονα των x.  Ποιο από τα 

παρακάτω είναι η τελική θέση του τόξου;  

 

 
 
 
 
 
 
 
 

    Α)                Β)              Γ)           ∆)       Ε)  

M 
 

x 

y 
 

M 
 

x 
 

y 
 

M 
 

x 
 

y 
 

M x 

y 

M x 

y 

M 
 

x 

y 
 

Α)       Β)                 Γ)              ∆)        Ε)  
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10)  Τρεις από τους αριθµούς  2,  4, 16,  25,  50,  125  έχουν γινόµενο 1000. Πόσο είναι το 

άθροισµά τους;  

 

        Α) 70            Β) 77        Γ) 131    ∆) 143          Ε) Κανένα από τα προηγούµενα 

 
 
11)  Ποιος από τους παρακάτω αριθµούς είναι ο µεγαλύτερος;  

 

Α) 20 13⋅          Β) 20 13⋅  Γ) 20 13⋅     ∆) 201 3⋅          Ε) 2013  

 
12)  Τα ΑΒΓ∆ και ΒΕΖΗ είναι ίσα µεταξύ τους 

τετράγωνα µε κοινή κορυφή Β. Αν οΓΒΗ 50= , 

πόσες µοίρες είναι η γωνία ΓΕΖ  ; 

 

Α) o50   Β) o60  Γ) o65    

∆) o70   Ε) o75  

 
 
13)  Στην εικόνα 

φαίνεται η αρχή και 

το τέλος ενός µοτί-

βου σχήµατος ζιγκ 

ζαγκ που αποτελεί-

ται από 2013 τετράγωνα πλευράς 1 cm. Πόση είναι η εξωτερική περίµετρος του µοτίβου;   

 
Α) 2022 cm        Β) 4028 cm Γ) 4032 cm    ∆) 6038 cm       Ε) 8050 cm  

 

14)  Αν 1 2 5
α β
+ = , ποια είναι η τιµή του 100 7α 200 2β

α β
+ +

+ ;  

 

Α) 305  Β) 309  Γ) 500   ∆) 509  Ε) δεν µπορούµε να ξέρουµε 
 

15)  Σε ένα διαγώνισµα πήραν µέρος 100 παιδιά. Αν τα αγόρια έπαιρναν από 3 βαθµούς 

παραπάνω το καθένα από ότι πήραν, τότε ο µέσος όρος της βαθµολογίας θα αυξανόταν κατά 1,2 

µονάδες.  Πόσα αγόρια πήραν µέρος στο διαγώνισµα;  

 

Α) 80   Β) 70   Γ) 60   ∆) 40    
Ε) δεν έχουµε αρκετές πληροφορίες για να ξέρουµε 

Ερωτήσεις  4  πόντων: 

Β 
Α 

Γ ∆ 

Ε 

Ζ 

; 

Η 

50o 
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16)  Ο ∆ιόφαντος χρησιµοποίησε τα ψηφία 1, 3, 5, 7 και 9 για να φτιάξει τρεις διψήφιους αριθµούς. 

Χρησιµοποίησε µερικά ή όλα τα ψηφία, µία ή περισσότερες φορές. Μετά πρόσθεσε τους τρεις 

αριθµούς που έφτιαξε. Ποιος από τους παρακάτω αριθµούς αποκλείεται να είναι το άθροισµα των 

αριθµών του ∆ιόφαντου;  

 

Α) 89   Β) 201  Γ) 185   ∆) 213  Ε) 182  

 

17)  Πόσα ψηφία έχει το γινόµενο 6 134 5⋅ µετά τις πράξεις;  

 

Α) 13          Β) 14    Γ) 19         ∆) 20   Ε) κανένα από τα προηγούµενα 

 
18)  Πόσοι από τους  αριθµούς  

α) 22013 2012 2014+ + ,     β) 2 22014 2012− ,     γ) 20132013     δ) ( )2012 20 13 61⋅ + ⋅  

είναι πολλαπλάσια του 2013;  

 

Α) ένας    Β) δύο    Γ) τρεις            ∆) τέσσερις   Ε) κανένας  

 
19)  Στο πίνακα είναι γραµµένος ένας εξαψήφιος φυσικός αριθµός. Το γινόµενο των ψηφίων του 

είναι περιττός αριθµός. Ποιο από τα παρακάτω αληθεύει; 

 

Α) Είτε δύο ή τέσσερα ψηφία του αριθµού είναι άρτια.    
Β) ∆εν υπάρχει τέτοιος εξαψήφιος.   
Γ) Το πλήθος των περιττών ψηφίων του αριθµού είναι περιττό.   
∆) Υπάρχει περίπτωση ο αριθµός να αποτελείται από έξι διαφορετικά ψηφία.   
Ε) Κανένα από τα προηγούµενα. 

 

20) Πόσοι τριψήφιοι αριθµοί υπάρχουν στους οποίους αν προσθέσουµε 99 παίρ-

νουµε τον ίδιο τριψήφιο αλλά µε τα ψηφία ανάποδα; 

 

Α) 8 Β) 9  Γ) 80  ∆) 90 Ε) κανένα από τα προηγούµενα 

 
 
21)  Πέντε διαδοχικοί θετικοί φυσικοί αριθµοί έχουν την εξής ιδιότητα: το άθροισµα τριών από αυ-

τούς ισούται µε το άθροισµα των άλλων δύο.  

Πόσα διαφορετικά τέτοια σύνολα πέντε διαδοχικών θετικών φυσικών αριθµών υπάρχουν;   

 

Α) κανένα  Β) ένα   Γ) δύο    
∆) τρία   Ε) περισσότερα από τρία 

Ερωτήσεις  5  πόντων: 

   ΑΒΓ 
+   99 
  
   ΓΒΑ 
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άξονας των τετµηµένων 

άξ
ον
ας

 τ
ω
ν 

τε
τα
γµ
έν
ω
ν 

Ο 

Α Β 

Γ 

x 

∆ 
y 

22)  Σε κάποιες εκλογές πήραν µέρος 5 υποψήφιοι. Συνολικά οι ψήφοι ήταν 36 και ο κάθε 

υποψήφιος είχε διαφορετικό αριθµό ψήφων από οποιονδήποτε από τους υπόλοιπους. Αυτός που 

ήρθε πρώτος είχε 12 ψήφους και ο τελευταίος είχε 4. Πόσους ψήφους είχε αυτός που βγήκε 

δεύτερος;   

 

Α) οπωσδήποτε 7     Β) ή 8 ή 9    Γ) οπωσδήποτε 10     
∆) ή 10 ή 11     Ε) οπωσδήποτε 11 

 
23)  Πόσες διαφορετικές διαδροµές υπάρχουν από το σηµείο Α µέχρι το Β που 

ακολουθούν τη φορά που δείχνουν τα βέλη;  

 

Α) 9   Β) 10   Γ) 11   ∆) 12   Ε) 13  

 
 
 
 
 

 
24)  Το ΑΒ είναι διαγώνιος ενός κανονικού εξαγώνου και το Γ∆ ενώνει τα 

µέσα δύο απέναντι πλευρών του. Πόσο είναι το γινόµενο ΑΒ ⋅ Γ∆ αν το 

εµβαδόν του εξαγώνου είναι 60;   

 

Α) 40   Β) 50   Γ) 60   ∆) 80   Ε) 100  

 
 
25)  Το ΑΒΓ∆ είναι ορθογώνιο παραλ-

ληλόγραµµο µε πλευρές παράλληλες 

προς τους άξονες. Για κάθε µία από τις 

κορυφές του υπολογίζουµε το πηλίκο 

τεταγµένη του σηµείου
τετµηµένη του σηµείου

 

Για ποια από τις κορυφές θα βρούµε το 

µικρότερο πηλίκο;  

 

 

Α) Α   Β) Β   Γ) Γ   ∆) ∆   

Ε) εξαρτάται από τη θέση και τις διαστάσεις του ορθογωνίου 

 

Α Β 

∆ 

Γ 

Α 

Β 
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26)  Στο τετράπλευρο του σχήµατος έχουν σηµειωθεί ορισµένες γωνίες. Ποιο 

από τα παρακάτω µήκη είναι το µεγαλύτερο; Το σχήµα δεν είναι 

ζωγραφισµένο µε ακρίβεια.  

 

Α) Α∆   Β) ΑΓ   Γ) ΑΒ    
∆) ΒΓ   Ε) Β∆  

 

27)  Όταν ο Μάγος γράψει τρεις αριθµούς και πει «άµπρα καντάµπρα», τότε ο κάθε ένας από τους 

τρεις αριθµούς αντικαθίσταται από το άθροισµα των άλλων δύο. Για παράδειγµα από τους 

αριθµούς {3, 4, 6} µία «άµπρα καντάµπρα» τους µετατρέπει  σε {10, 9, 7} και µία δεύτερη τους 

µετατρέπει σε {16, 17, 19}. Αν ο Μάγος αρχίσει µε τους αριθµούς {1, 2, 3}, πόσες φορές πρέπει να 

πει «άµπρα καντάµπρα» για να εµφανιστεί ο αριθµός 1 000 000 ανάµεσα στους τρεις;   
 

Α) 17   Β) 18   Γ) 19   ∆) 20    
Ε) ο αριθµός 1 000 000 δε θα εµφανιστεί ποτέ 

 

28)  Στον πίνακα είναι γραµµένοι οι φυσικοί αριθµοί από το 1 έως 

και το 10. Με τους αριθµούς αυτούς, χωρίς να παραλείψουµε κα-

νέναν, φτιάχνουµε 5 κλάσµατα. Πόσα το πολύ από αυτά τα κλά-

σµατα µπορεί να είναι φυσικοί αριθµοί µετά τις απλοποιήσεις;  
 

Α) το πολύ ένα       Β) το πολύ δύο        Γ) το πολύ τρία     
∆) το πολύ τέσσερα       Ε) µπορεί και τα πέντε να είναι φυσικοί αριθµοί 
 

29)  Σε ένα νησί ζουν 21 ζώα. Κάποια από αυτά είναι καγκουρό και τα υπόλοιπα είναι δράκοι 

(τουλάχιστον ένα από το κάθε είδος). Τα καγκουρό λένε πάντα την 

αλήθεια ενώ οι δράκοι λένε πάντα ψέµατα. Κάθε µέρα φεύγει από το 

νησί ένα από τα ζώα. Τη στιγµή που φεύγει λέει «όταν θα φύγω από 

το νησί, το πλήθος των καγκουρό που µένουν θα  είναι ίσο µε το 

πλήθος των δράκων που µένουν». Πόσοι ήσαν οι δράκοι αρχικά;  
 

Α) 0   Β) 10   Γ) 11   ∆) 21   Ε) δε µπορούµε να ξέρουµε     
 

30)  Σε έναν κήπο υπάρχουν 12 δέντρα στη σειρά. Κάποια από αυτά είναι πορτοκαλιές και τα 

υπόλοιπα είναι µηλιές. Ο αριθµός των δέντρων ανάµεσα σε οποιεσδήποτε δύο πορτοκαλιές είναι 

διαφορετικός από 5. Ποιος είναι ο µεγαλύτερος δυνατός αριθµός από πορτοκαλιές που µπορεί να 

έχει αυτός ο κήπος;  
 

Α) 3   Β) 4   Γ) 5   ∆) 6    
Ε) η κατάσταση που περιγράφει το πρόβληµα είναι αδύνατη 

59o 

61o 

 60o

60o Α Β 

∆ 

Γ 

8 
4 =2 9

3 =3
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Θέµατα Καγκουρό 2013                                                Επίπεδο:  5 
(για µαθητές της Β΄ και Γ΄ τάξης Λυκείου) 

 

 
1)  Ποιος από τους παρακάτω αριθµούς είναι ο µεγαλύτερος;  

 

Α) 2013  Β) 0 132 +  Γ) 1320  ∆) 3201  Ε) 20 13⋅  

 
2)  Η κάθε πλευρά του κανονικού εξωτερικού οκταγώνου της εικόνας έχει 

µήκος 10cm. Πόσο είναι το µήκος της ακτίνας του κύκλου ο οποίος είναι 

εγγεγραµµένος στο µικρό εσωτερικό οκτάγωνο;  

 

Α) 10 cm  Β) 7,5 cm  Γ) 5 cm  
∆) 2,5 cm  Ε) 2 cm 

 
3)  Ένα πρίσµα έχει συνολικά 2013  έδρες. Πόσες ακµές έχει το πρίσµα 

αυτό; (Στην εικόνα φαίνεται ένα πρίσµα που δεν είναι της ερώτησης.)  

   
Α) 2011 Β) 2013 Γ) 4022   
∆) 4024 Ε) 6033 

 

4)  Ποια είναι η κυβική ρίζα του 
3(3 )3 ; 

 

Α) 33   Β) 
3(3 1)3 −  Γ) 

3(2 )3  ∆) 
2(3 )3  Ε) 3( 3 )  

 
5)  Το έτος 2013 έχει την ιδιότητα ότι ως αριθµός αποτελείται από τα διαδοχικά ψηφία 0, 1, 2 και 3. 

Πόσα χρόνια πέρασαν από τη περασµένη φορά που το έτος της χρονολογίας εκείνης αποτελείτο 

από τέσσερα διαδοχικά ψηφία; 

 

Α) 467  Β) 527   Γ) 581  ∆) 693  Ε) 990 

 

6)  Ποια είναι η τιµή της παράστασης  4 3 48 4 3 48 13 48+ + ⋅ − + ⋅ + ; 

 

Α) 11   Β) 13   Γ) 13 48−   ∆) 169 48−    

Ε) Κανένα από τα προηγούµενα 

Ερωτήσεις  3  πόντων: 
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7)  Μία συνάρτηση της µορφής f(x) ax b= +  ικανοποιεί f(2013) f(2001) 100− = . Ποια είναι η τιµή 

του f(2031) f(2013)− ; 

 

Α) 75   Β) 100  Γ) 120   ∆) 150  Ε) 180  

 
8)  Αν το x  ικανοποιεί την ανισότητα 2 x 3< < ,  πόσες από τις ακόλουθες σχέσεις  

α) 24 x 9< < , β) 4 2x 9< <  γ) 6 3x 9< <  και δ) 20 x 2x 3< − <  είναι σίγουρα αληθείς;  

 

Α) καµία Β) µία  Γ) δύο   ∆) τρεις Ε) τέσσερις  
 
9)  Στο δάσος υπάρχουν 20 καγκουρό που ζουν σε 6 φωλιές. Στη πρώτη φωλιά ζει 1 καγκουρό, 

στη δεύτερη 2 και στη τρίτη 3. Στη τέταρτη φωλιά ζούνε περισσότερα καγκουρό από ότι σε 

οποιαδήποτε από τις άλλες πέντε φωλιές. Ποιος είναι ο µικρότερος δυνατός αριθµός από 

καγκουρό που µπορεί να ζουν στη τέταρτη φωλιά;  

 

Α) 7   Β) 6   Γ) 5   ∆) 4   Ε) 3  

 
10)  Μέσα σε έναν γυάλινο κύβο όπως στο σχήµα υπάρχει µια 

αδιαφανής πυραµίδα ΑΒΓ∆Κ, που η κορυφή της Κ είναι στη 

µέση µιας ακµής του κύβου. Κοιτάµε την πυραµίδα από πάνω, 

από κάτω, από µπρος, από πίσω, από αριστερά και από δεξιά.  

Ποιο από τα παρακάτω σχήµατα δεν θα δούµε;  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 
 
11)  Σε µία τάξη 23 µαθητών, τα παιδιά έχουν συνολικά 72 βιβλία στις τσάντες τους. Κάποια παιδιά 

έχουν από 3 βιβλία, κάποια έχουν από 4 και τα υπόλοιπα από 5 βιβλία. Πόσα από τα παιδιά έχουν 

4 βιβλία στη τσάντα τους;  

 

Α) 1   Β) 2   Γ) 3   ∆) 4   Ε) 5  

Ερωτήσεις  4  πόντων: 

Α Β 

Γ ∆ 

Κ 

Α)         Β)                 Γ)             ∆)         Ε)  
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12)  Ο Ευκλείδης κρατά µερικά κανονικά πεντάγωνα τα οποία 

είναι όλα ίδια µεταξύ τους. Τα τοποθετεί το ένα δίπλα στο άλλο για 

να φτιάξει ένα κυκλικό σχήµα. Η εικόνα δίπλα δείχνει µέρος της 

κατασκευής του. Πόσα πεντάγωνα θα χρειαστεί για την κατασκευή 

του;  

 

Α) 8   Β) 9   Γ) 10   ∆) 12   Ε) 15  
 

13)  Πόσοι φυσικοί αριθµοί Ν υπάρχουν έτσι ώστε οι N
3

 και 3N  να είναι και οι δύο τριψήφιοι 

αριθµοί; 

 

Α) 12   Β) 33   Γ) 34   ∆) 100  Ε) 300  

 
14)  Ένα κυκλικό χαλί τοποθετείται σε ένα πάτωµα το οποίο αποτελείται από τετράγωνα πλακάκια. 

Όλα τα πλακάκια των οποίων το εσωτερικό τους έχει τουλάχιστον ένα κοινό σηµείο µε το χαλί 

έχουν χρωµατιστεί πράσινα. Ποια από τις παρακάτω εικόνες δεν µπορεί να είναι σωστή;  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
15)  Σε ένα κουτί υπάρχουν άσπρα και πράσινα χαρτάκια. Στο κάθε χαρτάκι είναι σηµειωµένος 

από ένας φυσικός αριθµός. Ο ∆ιόφαντος ισχυρίστηκε ότι σε κάθε άσπρο χαρτί ο σηµειωµένος α-

ριθµός είναι άρτιος. Αν ο ∆ιόφαντος κάνει λάθος, πιο από τα παρακάτω είναι σίγουρα σωστό για τα 

χαρτάκια αυτά;  

 

    Α) Σε κάθε άσπρο χαρτί ο σηµειωµένος αριθµός είναι περιττός. 

       Β) Σε κάθε πράσινο χαρτί ο σηµειωµένος αριθµός είναι άρτιος. 

          Γ) Σε κάθε πράσινο χαρτί ο σηµειωµένος αριθµός είναι περιττός. 

 ∆) Υπάρχει άσπρο χαρτί στο οποίο ο σηµειωµένος αριθµός είναι περιττός. 

                   Ε) Υπάρχει πράσινο χαρτί στο οποίο ο σηµειωµένος αριθµός είναι περιττός. 

Α)                        Β)                         Γ) 
 
 
 
 
 
                    ∆)                          Ε)  
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16)  Μία συνάρτηση δίνεται από τον τύπο 2f(x) (a x)(b x)= − − , όπου a b< . Το γράφηµά της είναι 

ένα από το παρακάτω. Ποιο είναι το γράφηµά της;  

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
17)  Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο από χαρτί έχει τη µία πλευρά του ίση µε 5. Το ορθογώνιο 

αυτό µπορεί να κοπεί µε το ψαλίδι σε δύο κοµµάτια που το ένα είναι τετράγωνο και το άλλο ορθο-

γώνιο παραλληλόγραµµο.  Το ένα από τα δύο κοµµάτια (δεν ξέρουµε ποιο) έχει εµβαδόν 4.  

Πόσα συνολικά τέτοια ορθογώνια παραλληλόγραµµα υπάρχουν;  

 

Α) 1   Β) 2   Γ) 3   ∆) 4   Ε) 5  

 

18)  Το γράφηµα µίας συνάρτησης f : →  αποτελείται 

από δύο ηµιευθείες και ένα ευθύγραµµο τµήµα, όπως δεί-

χνει η εικόνα. Πόσες λύσεις έχει η εξίσωση f(f(x)) 0= ;  

 

Α) 4  Β) 3  Γ) 2  ∆) 1  Ε) 0  

 
19)  Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ τα σηµεία Μ και Ν είναι πάνω 

στην πλευρά ΒΓ. Έστω ότι ισχύει ΑΝ = ΑΓ και ΒΜ=ΒΓ. 

Πόσες µοίρες είναι η γωνία ΑΓΒ  αν oΜΓΝ 43= .  

 

Α) o86         Β) o89  Γ) o90        ∆) o92  Ε) o94  A 
Μ Ν 

Β 

Γ 

 43o 

x 

y 

x 

y 

x 

y 

x 

y 

x 

y 

Α)                                Β)                                           Γ) 
 
 
 
 
   
 

                    ∆)                                   Ε)  
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20) Πόσα ζεύγη ( )m, n  θετικών ακεραίων ικανοποιούν την εξίσωση 2 3 12m n 6= ; 

 

Α) 6        Β) 8  Γ) 10        ∆) 12  Ε) Κανένα από τα προηγούµενα 

 
 
 
21)  Ένα κουτί περιέχει 900 καρτέλες που είναι αριθµηµένες µε τους αριθµούς από το 100 µέχρι 

και το 999. ∆ιαφορετικές καρτέλες περιέχουν διαφορετικούς αριθµούς. Ένα καγκουρό πήρε στη 

τύχη µερικές από τις καρτέλες και βρήκε το άθροισµα των ψηφίων του αριθµού σε κάθε µία από 

αυτές. Ποιος είναι ο µικρότερος αριθµός από καρτέλες που πρέπει να πάρει το καγκουρό για να 

εξασφαλίσει ότι σε τρεις τουλάχιστον καρτέλες θα βρει το ίδιο άθροισµα;  

 

Α) 51   Β) 52   Γ) 53   ∆) 54   Ε) 55  

 

22)  Πόσα ζεύγη ( )x, y  φυσικών αριθµών µεγαλύτερων του 0 υπάρχουν των οποίων το γινόµενο 

ισούται µε 5 φορές το άθροισµα τους; 

 

Α) κανένα   Β) 1   Γ) 2   ∆) 3   Ε) 4  

 

23)  Έστω Τ το πλήθος των τελείων τετραγώνων από το 1 µέχρι και το 62013 , και έστω Κ το πλή-

θος των τελείων κύβων από το 1 µέχρι και το 62013 . Τότε ισχύει 

 

Α) T K=  Β) 2T 3K=       Γ) 3T 2K=          ∆) T 2013K=    Ε) 3 2T K=   

 
24) Στον πίνακα είναι γραµµένοι οι φυσικοί αριθµοί από το 1 έως 

και το 22. Με τους αριθµούς αυτούς, χωρίς να παραλείψουµε κα-

νέναν, φτιάχνουµε 11 κλάσµατα. Πόσα το πολύ από αυτά τα κλά-

σµατα µπορεί να είναι φυσικοί αριθµοί µετά τις απλοποιήσεις;  

 

Α) 7   Β) 8   Γ) 9   ∆) 10   Ε) 11  

 
25)  Πόσα ζεύγη (x,y) , όπου x ,y  θετικοί πραγµατικοί αριθµοί, ικανοποιούν την εξίσωση 

2 2x y x y+ = + ; 

 

Α) 1   Β) 2   Γ) 4   ∆) 8   Ε) άπειρα το πλήθος 

Ερωτήσεις  5  πόντων: 

12 
3 =4 16

8 =2
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26)  Έστω * *f : →  συνάρτηση µε nf(n)
2

= αν n άρτιος και n 1f(n)
2
−

=  αν n περιττός. Πόσες 

λύσεις έχει η εξίσωση f(f(f(f(n))))) 1= ; 

 

Α) καµία  Β) 4   Γ) 8   ∆) 16   Ε) άπειρες 
 

27)  Μερικές ευθείες είναι σχεδιασµένες στο επίπεδο. Μία από αυτές τέµνει ακριβώς 3 από τις 

υπόλοιπες. Μία δεύτερη τέµνει ακριβώς 4 από τις υπόλοιπες. Μία τρίτη τέµνει ακριβώς Ν από τις 

υπόλοιπες, όπου N 3≠  και N 4≠ . Πόσες είναι οι σχεδιασµένες ευθείες;  

 

Α) 4         Β) 5   Γ) 6        ∆) 7  Ε) Κανένα από τα προηγούµενα 

 
28)  Έστω ότι το άθροισµα 1 2 3 ... N+ + + +  των  Ν  πρώτων θετικών ακεραίων είναι ένας τριψήφι-

ος αριθµός του οποίου όλα τα ψηφία είναι ίδια µεταξύ τους. Πόσο είναι το άθροισµα των ψηφίων 

του Ν; 

 

Α) 6   Β) 9   Γ) 12   ∆) 15   Ε) 18  

 
29)  Στο δάσος ζουν δύο είδη από καγκουρό, αυτά που λένε πάντα την αλήθεια και αυτά που λένε 

πάντα ψέµατα. Μια µέρα συνάντησα δύο καγκουρό. Ρώτησα το πρώτο αν και τα δύο λένε πάντα 

την αλήθεια. Μου απάντησε αλλά δεν µπόρεσα να βγάλω συµπέρασµα ποιο είναι το είδος 

καθενός. Μετά ρώτησα το δεύτερο καγκουρό αν το πρώτο έλεγε πάντα την αλήθεια. Μου 

απάντησε. Από την απάντησή του µπόρεσα να καταλάβω το είδος του καθενός. Ποιο από τα 

παρακάτω είναι σωστό για τα καγκουρό αυτά;    

 

Α) Και τα δύο λένε πάντα την αλήθεια    

    Β) Και τα δύο λένε πάντα ψέµατα 

       Γ) Το πρώτο λέει πάντα την αλήθεια και το δεύτερο πάντα ψέµατα       

          ∆) Το πρώτο λέει πάντα ψέµατα και το δεύτερο πάντα την αλήθεια 

              Ε) Οι πληροφορίες δεν επαρκούν για να βγάλουµε συµπέρασµα       

 

30)  Ο κύριος Σοφός έγραψε µια σειρά από αριθµούς τους οποίους ονόµασε 1a ,  2a ,  3a ,  ... , 

αντίστοιχα. Ο πρώτος, δηλαδή ο 1a , ήταν ίσος µε 1. Από εκεί και πέρα ίσχυε ο κανόνας 

m n m na a a mn+ = + +  όπου m, n 1≥  φυσικοί αριθµοί. Ποιος είναι ο 30a ;  

 

Α) 31  Β) 245  Γ) 420    
∆) 465  Ε) κανένα από τα προηγούµενα 
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Η Ελένη και η Μαρία παίζουν µε τις κούκλες τους. Όµως έχουν να διαβάσουν και τα 

µαθήµατά τους. Η µαµά τους συνδύασε και τα δύο. Τοποθέτησε σε κάθε κούκλα ένα χαρτί µε 

πράξεις. Στις κούκλες της Ελένης όλες οι πράξεις δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα. Το ίδιο συµβαίνει και 

µε τις κούκλες της Μαρίας µόνο που το αποτέλεσµα σε αυτές τις κούκλες είναι µικρότερο από αυτό 

της Ελένης. Μπορείτε να βρείτε ποιες κούκλες είναι της Ελένης και ποιες της Μαρίας; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β΄ ∆ηµοτικού 

Προαπαιτούµενα: Απλές πράξεις. 

4x5 

12+8

40:2 

27-73x8

15+9 

48:2

30-6 
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Μπορείτε να βρείτε τη διαδροµή από την είσοδο ως την έξοδο του λαβυρίνθου; Στο δρόµο 

σας µαζεύετε τις φράουλες αλλά σε κάθε παιδί που συναντάτε δίνεται από µία φράουλα. Πόσες 

φράουλες θα έχετε στο τέλος της διαδροµής; 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γ΄ ∆ηµοτικού 

Προαπαιτούµενα: Μέτρηση 
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Η Ντίνα θέλει να αγοράσει µερικά έπιπλα για το σπίτι. Επειδή δεν φτάνουν 

τα χρήµατα που έχει για να αγοράσει όλα όσα θέλει, έχει 

θέσει προτεραιότητες. Θα αγοράσει πρώτα την πολυθρόνα, 

και µετά κατά σειρά το γραφείο, το κρεβάτι, 

τη συρταριέρα, την καρέκλα, τη ντουλάπα, 

όσο φτάσουν τα χρήµατα της. 

Τι θα µπορέσει να αγοράσει τελικά; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆΄ ∆ηµοτικού 

Προαπαιτούµενα: Χαρτονοµίσµατα. Προσθέσεις – αφαιρέσεις. 

γραφείο 
35 ευρώ 

πολυθρόνα 
28 ευρώ 

ντουλάπα 
47 ευρώ 

κρεβάτι 
47 ευρώ 

καρέκλα 
22 ευρώ 

συρταριέρα 
19 ευρώ 
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Το παρακάτω σχήµα επαναλαµβάνεται συνεχώς µε τέτοιο τρόπο ώστε να δηµιουργείται ένα 

µεγάλο τετράγωνο σχήµα µε 36 µεγάλους κύκλους. Πόσοι είναι οι µικροί κύκλοι σε αυτό το σχήµα;  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ε΄ ∆ηµοτικού 

Προαπαιτούµενα: Μέτρηση. Μοτίβο. 
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Ένας αθλητικός σύλλογος έχει µπάλες τριών ειδών: 

ποδοσφαίρου (ασπρόµαυρες), βόλεϊ (κίτρινες) και µπάσκετ 

(κόκκινες). Παρακάτω φαίνονται το 1
11

 από µπάλες του ενός 

είδους, το 1
13

 ενός άλλου είδους και το  1
17

 του τρίτου εί-

δους. ∆εν ξέρουµε τι κλάσµατα αντιστοιχούν σε ποιο είδος 

από µπάλες. 

Από κάθε είδος ο σύλλογος έχει τουλάχιστο  60  µπάλες.  

Πόσες συνολικά µπάλες έχει ο σύλλογος;  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΣΤ΄ ∆ηµοτικού 

Προαπαιτούµενα: Κλάσµατα. 
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Σε αυτό το άρθρο θα µελετήσουµε ορισµένα προβλήµατα που ζητούν να αποδείξουµε ότι 

κάποια κατάσταση ή κάποιο αποτέλεσµα δεν είναι δυνατόν να 

συµβεί. Πρόκειται για προβλήµατα που οδηγούν στις λεγόµενες 

«αδύνατες καταστάσεις». Σε όλες τις περιπτώσεις ο συλλογισµοί 

είναι απλοί αλλά ιδιαίτερα έξυπνοι. Συνήθως χρειάζεται αρκετή 

φαντασία να επινοήσει κανείς µόνος του τον συλλογισµό που 

περιγράφουµε. 

Θα αρχίσουµε µε ένα απλό παράδειγµα, το Πρόβληµα 1, το 

οποίο σε συνδυασµό µε το Πρόβληµα 2 θα µας βοηθήσει να 

εξηγήσουµε τι σηµαίνει «αδύνατη κατάσταση».  

 
Πρόβληµα 1. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µία ζυγαριά µε δύο σκέλη, όπως στην εικόνα, και 

βάρη των 1, 4, 5, 8, και 10 κιλών. Πώς θα τοποθετήσουµε κάποια από αυτά τα βάρη στο ένα 

σκέλος της ζυγαριάς και τα υπόλοιπα στο άλλο έτσι ώστε να ισορροπήσουν;  

Λύση. Με λίγες δοκιµές θα διαπιστώσουµε ότι µπορούµε να τοποθετήσουµε τα βάρη των 

10 και 4 κιλών στο ένα σκέλος και όλα τα άλλα στο άλλο. Θα ισορροπήσουν καθώς 10+4 = 14 = 

8+5+1. Εννοείται ότι δεν εργαζόµαστε στα τυφλά όταν ψάχνουµε τον τρόπο να διαχωρίσουµε τα 

βάρη σε δύο οµάδες µε ίσα αθροίσµατα. Ο τρόπος που σκεπτόµαστε είναι µε βάση την 

παρατήρηση ότι όλα µαζί τα βάρη ζυγίζουν 1+4+5+8+10=28 κιλά. Άρα η κάθε οµάδα θα έχει 

συνολικό βάρος το µισό του 28, που είναι 28:2=14 κιλά. Αναρωτιόµαστε τώρα ποιο ή ποια από τα 

βάρη θα πάνε στην οµάδα µε το βάρος των 10 κιλών.  Παρατηρούµε ότι λείπουν 14-10=4 κιλά από 

αυτή την οµάδα, οπότε το ερώτηµά µας µετατρέπεται στο να διαπιστώσουµε ποιο ή ποια από τα 

βάρη 1, 4, 5, 8 έχουν άθροισµα 4. Θα καταλήξουµε στο ότι το βάρος των 4 κιλών (µόνο του) έχει 

την ζητούµενη ιδιότητα, οπότε στη µία πλευρά της ζυγαριάς θα τοποθετηθούν τα βάρη των 10 και 

4 κιλών ενώ η άλλη, τα υπόλοιπα.  

Στο προηγούµενο παράδειγµα, ο χωρισµός των βαρών ήταν εφικτός. Τα πράγµατα, όµως, 

δεν είναι πάντα έτσι. Για παράδειγµα,   

 

Πρόβληµα 2. ∆είξτε ότι βάρη των 1, 2, 3, 5, 7, 8 και 9 κιλών δεν είναι δυνατόν να 

χωριστούν σε δύο οµάδες έτσι ώστε να ισορροπούν σε µία ζυγαριά µε δύο σκέλη. 

 

Γυµνάσιο,  Λύκειο 

Αδύνατες καταστάσεις 
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αρχή τέλος αρχή 

τέλος 

Λύση. Το άθροισµα 1+2+3+5+7+8+9 ισούται µε 35, οπότε το µισό αυτού του βάρους 

προορίζεται για το κάθε σκέλος της ζυγαριάς. Όµως το 35 δεν διαιρείται µε το 2, οπότε δεν είναι 

δυνατόν να χωρίσουµε τα βάρη σε δύο οµάδες ώστε να ισορροπούν.  

 

Στο Πρόβληµα 1, µπορέσαµε να χωρίσουµε τα βάρη ενώ στο Πρόβληµα 2 δείξαµε ότι κάτι 

τέτοιο είναι αδύνατον να γίνει. Σε αυτές τις περιπτώσεις λέµε ότι έχουµε µία «αδύνατη 

κατάσταση» και έναν συλλογισµό ο οποίος τεκµηριώνει ότι το ζητούµενο δεν είναι εφικτό. 

Ακολουθούν µερικά ενδιαφέροντα προβλήµατα που οδηγούν σε αδύνατες καταστάσεις.  Καθώς 

προχωράµε, ο συλλογισµός που µας πείθει για το αδύνατο γίνεται όλο και πιο επινοητικός. Στο 

Πρόβληµα 2, ο συλλογισµός βασίστηκε στη παρατήρηση ότι αν κάποια βάρη µπορούν να 

χωριστούν σε δύο οµάδες µε ίσα αθροίσµατα, τότε το συνολικό βάρος πρέπει να είναι άρτιος 

(ζυγός) αριθµός. Άρα αν το συνολικό βάρος δεν είναι άρτιος, η ισορροπία των δύο µερών 

αποκλείεται. Υπάρχουν και άλλοι λόγοι για τους οποίους η ισορροπία που συζητάµε µπορεί να 

είναι αδύνατη. Στο παρακάτω πρόβληµα έχουµε άρτιο άθροισµα βαρών αλλά, όπως θα δούµε, δεν 

υπάρχει τρόπος να τα χωρίσουµε ώστε να ισορροπούν. Σε αυτή την περίπτωση πρέπει να 

βασίσουµε το επιχείρηµά µας σε άλλη ιδέα. Ζητάµε από τον αναγνώστη, πριν διαβάσει τη λύση 

που παραθέτουµε, να ψάξει να βρει µόνος του έναν συλλογισµό που να τεκµηριώνει το αδύνατο.  

 

Πρόβληµα 3. ∆είξτε ότι τα βάρη 12, 15, 21. 26, 39, 42, 48 και 51 κιλών δεν µπορούν να 

χωριστούν σε δύο οµάδες που ισορροπούν µεταξύ τους σε ζυγαριά µε σκέλη.  (Ας σηµειωθεί ότι το 

άθροισµα όλων των βαρών εδώ είναι άρτιος αριθµός). 

Λύση. Παρατηρούµε ότι όλοι οι αριθµοί που δίνονται µε εξαίρεση τον 26, είναι 

πολλαπλάσια του 3. Αν χωρίσουµε τα βάρη σε δύο οµάδες, τότε εκείνη από τις δύο που δεν 

περιέχει το 26, θα έχει συνολικό βάρος κάποιο πολλαπλάσιο του 3. Η άλλη, µε το 26, δεν θα έχει 

συνολικό βάρος κάποιο πολλαπλάσιο του 3. Άρα οι δύο αριθµοί δεν είναι ίσοι, οπότε δεν 

µπορούµε να χωρίσουµε τα βάρη µε τον τρόπο που ζητά το πρόβληµα. 

 

Ακολουθεί άλλο ένα παράδειγµα για να κατανοήσουµε την έννοια της αδύνατης κατάστασης. 

 

Μουσείο. Το Αρχαιολογικό Μουσείο έχει σχήµα 6 6×  τετραγώνου. Ένας µαθητής θέλει να 

δει όλα τα εκθέµατα του Μουσείου. Σκοπεύει να ακολουθήσει µία διαδροµή που διέρχεται από όλα 

τα δωµάτια, από µία φορά το καθένα. Η διαδροµή που προχωρά από δωµάτιο σε γειτονικό 

δωµάτιο, οριζόντια ή κάθετα (αλλά όχι διαγώνια).  

 
Πρόβληµα 4. α) Αν ο µαθητής θέλει να 

αρχίσει την διαδροµή του από το κάτω αριστερά 

δωµάτιο και να τελειώσει στο κάτω δεξιά, βοηθείστε 

τον να σχεδιάσει την διαδροµή του. Βοηθείστε τον να 
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αρχή 

τέλος 

σχεδιάσει και µία δεύτερη διαδροµή, διαφορετική από την πρώτη, για την επόµενη φορά που θα 

επισκεφθεί το Μουσείο (υπάρχει λύση στο τέλος του άρθρου).   

β) Ο µαθητής άλλαξε γνώµη και τώρα θέλει να αρχίσει την διαδροµή του από το κάτω αριστερά 

δωµάτιο και να τελειώσει στο πάνω δεξιά, σύµφωνα µε τους παραπάνω κανόνες. Αιτιολογήστε 

στον µαθητή γιατί δεν υπάρχει τέτοια διαδροµή, οπότε ας µη χάνει χρόνο να τη σχεδιάζει. 

Λύση.  α) Κατάλληλες διαδροµές εµφανίζονται στο τέλος του άρθρου.      

β) Βάφουµε τα τετράγωνα εναλλάξ µε δύο χρώµατα, γαλάζιο και µπεζ,  

όπως δείχνει η εικόνα δεξιά. Σύµφωνα µε αυτόν τον χρωµατισµό, 

οποιαδήποτε διαδροµή του µαθητή µέσα στο Μουσείο πρέπει να 

ακολουθεί το µοτίβο «γαλάζιο – µπεζ – γαλάζιο – µπεζ – … ». Η 

ουσιαστική παρατήρηση είναι ότι τα γαλάζια δωµάτια είναι το πρώτο, το 

τρίτο, το πέµπτο, το έβδοµο και λοιπά (περιττοί αριθµοί), ενώ τα µπεζ 

είναι το δεύτερο, το τέταρτο, το έκτο και λοιπά (άρτιοι αριθµοί). Επειδή το 

Μουσείο έχει 36 δωµάτια, που είναι άρτιος αριθµός, σηµαίνει ότι µια διαδροµή που διέρχεται από 

όλα τα δωµάτια θα είχε το τελευταίο (το 36ο) υποχρεωτικά µπεζ χρώµατος. Όµως στην εικόνα 

βλέπουµε ότι το τελευταίο δωµάτιο της διαδροµής που προσπαθεί να σχεδιάσει ο µαθητής πρέπει 

να είναι γαλάζιο. Συµπέρασµα: δεν υπάρχει διαδροµή διαµέσου όλων των δωµατίων από µία φορά 

το καθένα, αρχίζοντας από το κάτω αριστερά µέχρι το πάνω δεξιά δωµάτιο.  

 

Ακολουθούν και άλλα προβλήµατα που οδηγούν σε αδύνατες καταστάσεις. 

 

Ο χάρτης. Στο αριστερό µέρος της εικόνας 

βλέπουµε  έναν χάρτη µιας χώρας στον οποίο είναι 

σηµειωµένες οι όλες οι µεγάλες πόλεις και το οδικό 

δίκτυο.  

 

Πρόβληµα 5. Ένας τουρίστας θέλει να 

επισκεφθεί όλες τις πόλεις στον χάρτη από µία φορά την καθεµία.   

α) Βοηθείστε τον τουρίστα να σχεδιάσει µία διαδροµή στον αριστερό χάρτη που να περνά 

µία φορά από όλες τις πόλεις.  

β) Στο οδικό σύστηµα της χώρας έγινε µικρή αλλαγή λόγω έργων. Τώρα είναι όπως δείχνει 

ο χάρτης στο δεξί µέρος της εικόνας (καταργήθηκαν δύο δρόµοι αλλά κτίστηκε ένας καινούργιος). 

∆είξτε ότι δεν  υπάρχει διαδροµή στον νέο χάρτη που να περνά από µία φορά από όλες τις 

πόλεις. 

Λύση. α) Υπάρχουν πολλές διαδροµές που διέρχονται από όλες τις πόλεις, µία φορά την 

καθεµία. Στο τέλος του άρθρου σχεδιάζουµε δύο διαφορετικές.  

β) Για να αποδείξουµε ότι δεν υπάρχει διαδροµή στον νέο χάρτη, που διέρχεται από όλες τις 

πόλεις από µία φορά την καθεµία κάνουµε το ακόλουθο απλό αλλά υπέροχο συλλογισµό: 
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Βάφουµε τις πόλεις µε δύο χρώµατα, κόκκινο και κίτρινο, όπως δείχνει η 

εικόνα. Η κεντρική παρατήρηση είναι ότι οι κόκκινες πόλεις συνδέονται 

µόνο µε κίτρινες και, αντίστροφα, οι κίτρινες µόνο µε κόκκινες. Συνεπώς 

οποιαδήποτε διαδροµή από πόλη σε πόλη θα έχει είτε τη µορφή «κόκκινο 

– κίτρινο – κόκκινο – κίτρινο - …» είτε «κίτρινο – κόκκινο – κίτρινο - 

κόκκινο – …». Αφού οι πόλεις είναι 10 τον αριθµό, σηµαίνει ότι µια τέτοια 

διαδροµή, αν υπάρχει, πρέπει να περνάει από 5 κόκκινες και από 5 

κίτρινες πόλεις. Μετρώντας, θα διαπιστώσουµε ότι οι κόκκινες πόλεις στον χάρτη είναι 6 και οι 

κίτρινες 4. Άρα δεν υπάρχει τέτοια διαδροµή! 

Ας προσθέσουµε ότι η µορφή του οδικού δικτύου έχει κεντρική σηµασία. Παρατηρήστε ότι ο 

ίδιος χωµατισµός των πόλεων στο αρχικό χάρτη, δεν έχει την ιδιότητα να συνδέει κόκκινες πόλεις 

(µόνο) µε κίτρινες καθώς υπάρχουν κόκκινες πόλεις που συνδέονται µεταξύ τους.  

 
Ας δούµε µία παραλλαγή του προηγουµένου προβλήµατος. Η λύση του ακολουθεί ακριβώς 

την ίδια ιδέα. 

 

Πρόβληµα 6. ∆είξτε ότι στον διπλανό χάρτη δεν  

υπάρχει διαδροµή που να περνά από µία φορά από όλες τις 

πόλεις. 

Η λύση βρίσκεται στο τέλος του άρθρου. 

 
Συνεχίζουµε µε λίγο πιο δύσκολα προβλήµατα αδύνατων καταστάσεων. Σε όλα η απόδειξη 

του αδυνάτου είναι ένας αρκετά ευφυής αλλά απλός συλλογισµός.  

 
Αλλαγή χρωµάτων. Έχουµε ένα 4 4×  πλαίσιο του οποίου τα τετράγωνα είναι βαµµένα µε 

δύο χρώµατα, καφέ και κίτρινο. Κάνουµε τώρα την εξής διαδικασία ανταλλαγής χρωµάτων: 

Επιτρέπεται να αλλάξουµε τα χρώµατα σε όλα τα τετράγωνα που βρίσκονται σε µία γραµµή ή σε 

µία στήλη ή σε µία διαγώνιο. Το καινούργιο χρώµα πρέπει να είναι κίτρινο αν το αρχικό τετράγωνο 

ήταν καφέ ή, το ανάποδο, να γίνει καφέ αν ήταν κίτρινο. Για παράδειγµα:  
 

 

 

 

 

 

Μετά από ανταλλαγή χρωµάτων σύµφωνα µε τα παραπάνω (σε γραµµή ή σε στήλη ή σε 

µία από τις δύο διαγωνίους), επιτρέπεται να επαναλάβουµε την διαδικασία όσες φορές θέλουµε. 

Αρχίζουµε µε µερικά προβλήµατα για να εξοικειωθεί ο αναγνώστης µε την διαδικασία. 

αλλαγή πρώτης γραµµής αλλαγή τρίτης στήλης αλλαγή διαγωνίου 
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Πρόβληµα 7. Σε κάθε µία από τις παρακάτω περιπτώσεις να κάνετε ανταλλαγές χρωµάτων 

σύµφωνα µε τον παραπάνω κανόνα, όσες φορές χρειαστεί, για να τις µετατρέψετε σε σχήµατα των 

οποίων όλα τα τετράγωνα να έχουν καφέ χρώµα. (Οι λύσεις είναι στο τέλος του άρθρου). 

 

 

 

 

 

 

Υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι ανταλλαγές χρωµάτων δεν µπορούν να µετατραπούν στο 

επιθυµητό αποτέλεσµα. Μία τέτοια υπάρχει στο επόµενο πρόβληµα. Θα χρειαστεί να κάνετε έναν 

συλλογισµό που να τεκµηριώνει ότι έχουµε αδύνατη κατάσταση. 

 

Πρόβληµα 8. ∆είξτε ότι στο διπλανό σχήµα δεν υπάρχει τρόπος να 

γίνουν όλα τα τετράγωνα  καφέ µε ανταλλαγές χρωµάτων όπως τις παραπάνω. 

Λύση. Γράφουµε τον αριθµό +1 σε κάθε καφέ τετράγωνο και τον -1 σε 

κάθε κίτρινο. Το τετράγωνο έχει τώρα τη µορφή του πίνακα δεξιά.  

Κάθε γραµµή ή στήλη ή διαγώνιος αποτελείται, βέβαια, από +1 ή/και -1. Ας ονοµάσουµε α, β, γ και 

δ τα στοιχεία µιας γραµµής ή στήλης ή διαγωνίου της οποίας θέλουµε να 

αλλάξουµε τα χρώµατα. Η διαδικασία αλλαγής χρωµάτων τα µετατρέπει σε -α, 

-β, -γ και -δ αντίστοιχα, ενώ δεν επηρεάζει κανένα άλλο στοιχείο του πίνακα. 

Παρατηρούµε ότι το γινόµενο των -α, -β, -γ, -δ είναι το ίδιο ακριβώς µε το 

γινόµενο των α, β, γ, δ πριν από την αλλαγή, αφού τα τέσσερα πλην που 

εµφανίζονται δεν το επηρεάζουν. Έτσι, κάθε αλλαγή χρωµάτων σύµφωνα µε την παραπάνω 

διαδικασία δεν αλλάζει το γινόµενο των στοιχείων του πίνακα. Αυτή είναι η βασική 

παρατήρηση και το κλειδί στον συλλογισµό µας.  

Τώρα, αν εξετάσουµε το γινόµενο όλων των στοιχείων του αρχικού πίνακα, θα διαπιστώσουµε ότι 

είναι -1. Άρα θα παραµείνει -1 σε όλες τις επιτρεπτές αλλαγές χρωµάτων. Έτσι, ποτέ δεν θα 

µπορέσει να γίνει πίνακας που το γινόµενο των στοιχείων του είναι +1. Ειδικά, δεν θα µπορέσει να 

γίνει όλος µε καφέ τετράγωνα (δηλαδή τετράγωνα αξίας +1) γιατί το γινόµενο των στοιχείων ενός 

τέτοιου πίνακα είναι +1. Έχουµε δηλαδή µία «αδύνατη κατάσταση».  

 

Βαφή τετραγώνου. Αρχίζουµε µε ένα πλέγµα τετραγώνων όπως είναι, για παράδειγµα, 

ένα σταυρόλεξο. Τα περισσότερα τετράγωνα είναι λευκά ενώ υπάρχουν και ορισµένα βαµµένα µε 

ένα δεύτερο χρώµα (το πράσινο στα παρακάτω σχήµατα). Θα λέµε ότι δύο τετράγωνα είναι 

«γειτονικά», αν έχουν κοινή ακµή. Επισηµαίνουµε ότι δύο τετράγωνα σε διαγώνια θέση, ακόµα και 

αν έχουν κοινή κορυφή, δεν θα τα ονοµάζουµε γειτονικά. Ξεκινάµε τώρα µία διαδικασία βαφής 

λευκών τετραγώνων σύµφωνα µε τον εξής κανόνα: 
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…

Αν ένα λευκό τετράγωνο είναι γειτονικό σε δύο τουλάχιστον πράσινα τετράγωνα, το 

βάφουµε και αυτό πράσινο. Συνεχίζουµε αυτή την διαδικασία µέχρι που να µη γίνεται να 

βάψουµε άλλα τετράγωνα.  

Παραδείγµατος χάριν, αν έχουµε διατάξεις όπως τα πράσινα τετράγωνα στα παρακάτω 

σχήµατα 

 

 

 

 

 

τότε µπορούµε να βάψουµε πράσινα και τα τετράγωνα που τώρα είναι σηµειωµένα µε κίτρινο 

χρώµα γιατί το καθένα γειτονεύει µε τουλάχιστον δύο πράσινα. Τα νέα πράσινα τετράγωνα µας 

επιτρέπουν τώρα να βάψουµε και άλλα, και ούτω καθ’ εξής. Μετά από µερικές επαναλήψεις της 

διαδικασίας είτε θα βαφτεί πράσινο ολόκληρο το πλέγµα ή, αν είµαστε άτυχοι, η διαδικασία θα 

τερµατίσει αφήνοντας µερικά τετράγωνα λευκά. 

Υπάρχουν αρχικές διατάξεις πράσινων τετραγώνων οι οποίες καταλήγουν στη βαφή 

ολόκληρου του πλέγµατος. Μία απλή τέτοια περίπτωση είναι όταν σε ένα, ας πούµε, 8×8 πλέγµα 

ξεκινάµε µε βαµµένα τα 8 τετράγωνα της κύριας διαγωνίου. Πραγµατικά, το πλέγµα αριστερά σε 

πρώτη φάση θα γίνει όπως τα πράσινα τετράγωνα στο µεσαίο σχήµα. Μπορούµε να συνεχίσουµε 

το νέο πλέγµα βάφοντας και άλλα τετράγωνα που είναι γειτονικά στα πράσινα του µεσαίου 

σχήµατος, οπότε θα βαφτούν αυτά που τώρα είναι κίτρινα. Και πάλι µπορούµε να συνεχίσουµε, 

οπότε σταδιακά θα βαφτεί όλο το πλέγµα, όπως δείχνει το σχήµα δεξιά.  

Βέβαια, υπάρχουν όλων των ειδών αρχικές διατάξεις πράσινων τετραγώνων. Άλλες 

καταλήγουν  σε βαφή όλων των υπολοίπων, και άλλες όχι. Ακολουθούν µερικά παραδείγµατα τα 

οποία δεν θα δυσκολέψουν τον αναγνώστη. 

 

Πρόβληµα 10. Στα παρακάτω πλέγµατα βάψτε όσο περισσότερα πράσινα τετράγωνα 

µπορείτε, ακολουθώντας τον παραπάνω κανόνα βαφής τετραγώνων (δηλαδή αυτών που είναι 

γειτονικά σε τουλάχιστον δύο πράσινα). Θα διαπιστώσετε ότι το αριστερό και το µεσαίο πλέγµα 

µπορούν να βαφούν εξολοκλήρου, ενώ στο δεξιό θα µείνει µία άβαφτη η τελευταία στήλη.  
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Εννοείται ότι αν τα αρχικά πράσινα τετράγωνα είναι λίγα, το αναµενόµενο είναι ότι δεν θα 

καταφέρουµε να βάψουµε όλο το πλέγµα. Στα προηγούµενα έχουµε δει τρεις περιπτώσεις  όπου 

το αρχικό πλέγµα ήταν 8 8× , τα αρχικά βαµµένα τετράγωνα ήσαν 8 και η διαδικασία βαφής 

κατάληξε να βαφτεί ολόκληρο το πλέγµα: Η µία ήταν στο παράδειγµα µε τη διαγώνιο και δύο άλλες 

είναι µέσα στο Πρόβληµα 3. Ένα φυσιολογικό ερώτηµα είναι τι γίνεται µε λιγότερα από 8 αρχικά 

πράσινα τετράγωνα. Ακριβώς αυτό είναι το επόµενο ερώτηµα που θα µας απασχολήσει: 

 

Πρόβληµα 11. Υπάρχει άραγε αρχική διάταξη 7 πράσινων τετραγώνων σε 8 8×  πλέγµα 

που να οδηγεί σε βαφή ολόκληρου του πλέγµατος; 

 

Καλό είναι να διακόψει εδώ ο αναγνώστης το διάβασµα και να επιχειρήσει να απαντήσει 

µόνος του στο ερώτηµα. ∆ηλαδή, ή θα επινοήσει κάποια έξυπνη αρχική διάταξη µε 7 πράσινα 

τετράγωνα που οδηγεί σε πλήρη βαφή του 8x8 πλέγµατος ή θα δώσει ένα επιχείρηµα που δείχνει 

ότι καµία τέτοια αρχική διάταξη 7 τετραγώνων δεν θα διεκπεραιωθεί µέχρι τέλους. Προσοχή, αυτό 

δεν είναι το ίδιο µε το να κάνει κάποιος δοκιµές σε κάποιες αρχικές διατάξεις µε 7 τετράγωνα οι 

οποίες δεν οδηγούν σε βαφή όλου του πλέγµατος. Ας τονίσουµε εδώ ότι το να βρει κανείς µια ή 

περισσότερες αρχικές καταστάσεις που δεν αποτελειώνουν την βαφή όλου του πλέγµατος, δεν 

λέει απολύτως τίποτα. Το ζητούµενο είναι βρει έναν συλλογισµό που δείχνει ότι καµία αρχική 

κάλυψη µε 7 τετράγωνα δεν διεκπεραιώνεται.  Άλλο «κάποιες δεν διεκπεραιώνονται» και άλλο 

καµία που, σηµειωτέον, είναι πάνω από 6 δισεκατοµµύρια περιπτώσεις. 

Θα δούµε παρακάτω ότι, τελικά, δεν γίνεται από 7 αρχικά µαύρα τετράγωνα να 

διεκπεραιωθεί η κάλυψη. Έχουµε δηλαδή µία αδύνατη κατάσταση. Το επιχείρηµα του αδυνάτου 

θέλει φαντασία.  

Λύση. Η κεντρική παρατήρηση είναι ότι κάθε φορά που προσθέτουµε ένα πράσινο 

τετράγωνο, η συνολική περίµετρος του βαµµένου σχήµατος θα παραµείνει η ίδια ή θα µικρύνει. Εκ 

πρώτης όψεως αυτό είναι παράδοξο αφού το εµβαδόν µεγαλώνει, αλλά µία προσεκτική θεώρηση 

µας πείθει. Πραγµατικά, η προσθήκη ενός πράσινου τετραγώνου προέρχεται από µία από τις 

παρακάτω δύο περιπτώσεις, ή τις συµµετρικές τους. Τις 
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Και στις δύο περιπτώσεις, τα δύο αρχικά πράσινα τετράγωνα έχουν περίµετρο 8. Μετά την βαφή 

του νέου, η περίµετρος είναι πάλι 8. ∆ηλαδή έµεινε η ίδια! Μάλιστα υπάρχουν περιπτώσεις όπου 

µπορεί να µικρύνει, όπως στην εικόνα δεξιά που από 12 έγινε 10. 

(Αυτές είναι οι περιπτώσεις που ένα νέο τετράγωνο µπορεί να 

γειτονεύει µε ένα τρίτο ήδη βαµµένο, του οποίου µία πλευρά έχει 

προσµετρηθεί στη συνολική περίµετρο).  

Είµαστε τώρα σε θέση να ολοκληρώσουµε το επιχείρηµα του αδυνάτου της βαφής όλου του 

πλέγµατος από οποιαδήποτε αρχική κατάσταση µε 7 πράσινα τετράγωνα.  

Αν στην αρχή έχουµε 7 πράσινα τετράγωνα, τότε η συνολική τους περίµετρος είναι το πολύ 

4 7 28× = . Η προσθήκη νέων τετραγώνων αφήνει την συνολική περίµετρο το πολύ 28 ή, στη 

χειρότερη περίπτωση, µικρότερη από 28. Από την άλλη, η συνολική περίµετρος του πλήρως 

χρωµατισµένου 8 8×  πλαισίου είναι 4 8 32× = . Επειδή το 32 είναι µεγαλύτερο από το 28 και η 

προσθήκη νέων πράσινων τετραγώνων δεν µεγαλώνει την περίµετρο, αποκλείεται από  7 αρχικά 

πράσινα τετράγωνα να βάψουµε όλο το 8 8×  πλέγµα. Ο συλλογισµός ολοκληρώθηκε. 

 

ΛΥΣΕΙΣ 
 

Λύσεις στα Προβλήµατα 4 α) και 5 α). 
 

 

 
 
 
 
Λύση στο πρόβληµα 6.  
Βάφουµε τις πόλεις µε δύο χρώµατα, κόκκινο και κίτρινο, όπως στον 

διπλανό χάρτη. παρατηρούµε ότι από κόκκινη πόλη µεταβαίνουµε σε 

κίτρινη και, αντίστροφα, από κίτρινη σε κόκκινη. Συνολικά οι πόλεις είναι 

14, από τις οποίες οι 8 είναι κόκκινες και οι 6 κίτρινες. Συµπεραίνουµε 

ότι δεν υπάρχει διαδροµή όπως την ζητούµενη γιατί αυτό θα απαιτούσε 7 κόκκινες και 7 κίτρινες 

πόλεις. 

 
Λύση στο Πρόβληµα 7. α) Στο αριστερό πλέγµα αλλάξτε τα χρώµατα στην πρώτη γραµµή και 

µετά στην τρίτη στήλη.  

β) Ένας τρόπος είναι να αλλάξετε τα χρώµατα σε µία από τις διαγωνίους και µετά στην άλλη 

διαγώνιο. Άλλος τρόπος είναι να αλλάξετε τα χρώµατα στην πρώτη γραµµή, στη τέταρτη γραµµή, 

στη δεύτερη στήλη και µετά στη τρίτη στήλη. Η σειρά δεν παίζει ρόλο. γ) Αλλαγές χρωµάτων στην 

πρώτη γραµµή, στην τρίτη γραµµή και στην τρίτη στήλη. 
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Ο σκοπός του άρθρου είναι να δείξει ένα ενδιαφέρον θεώρηµα της λεγόµενης 

«Συνδυαστικής Γεωµετρίας» σύµφωνα µε το οποίο αν οσαδήποτε σηµεία του επιπέδου απέχουν 

µεταξύ τους απόσταση το πολύ d, τότε υπάρχει σηµείο που απέχει από όλα το πολύ 1 d 3
3

 (που 

είναι περίπου 0,58d). Για να αναδειχθεί η αξία του αποτελέσµατος και για να φανεί τι ακριβώς λένε 

οι υποθέσεις, θα διατυπώσουµε τα σχετικά ζητήµατα αντλώντας από τον κόσµο των κόµικς. 

 

Το χωριό του Αστερίξ τα παλιά χρόνια. Το µικρό χωριό του Αστερίξ στη Γαλατία στην 

αρχή είχε µόνο τρεις καλύβες, του αρχηγού Μαζεστίξ, του ∆ρυίδη Πανοραµίξ και του σπιρτόζου 

Αστερίξ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι καλύβες τους απείχαν απόσταση το πολύ 100 βηµάτων η κάθε µία από τις υπόλοιπες. 

Κάποια στιγµή αποφάσισαν να κτίσουν ένα καταφύγιο για να µαζεύονται όλοι, σε περίπτωση 

κινδύνου. Εννοείται ότι αν αποφάσιζαν να κτίσουν καταφύγιο σε µία από τις τρεις καλύβες τότε, στη 

χειρότερη περίπτωση, κάποιοι θα έπρεπε να διατρέξουν απόσταση µέχρι 100 βηµάτων για να 

βρεθούν στην ασφάλεια του καταφυγίου. Μια µέρα όµως ο ∆ρυίδης, άριστος γνώστης της αρχαίας 

γεωµετρικής σοφίας, διαπίστωσε ότι υπάρχει πιο κατάλληλο σηµείο για το ασφαλές τους 

Λύκειο 

Το καταφύγιο του ∆ρυίδη 
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το πολύ 100 βήµατα

Α Β ΓΚ

το πολύ 100 
βήµατα 

ΑΒ

Γ

Κ

χαράκωµα. Πράγµατι, απέδειξε µε πλήρη µαθηµατική ακρίβεια ότι υπάρχει σηµείο το οποίο απέχει 

λιγότερο από 58 βήµατα από κάθε µία από τις τρεις καλύβες:  

 

Πρόβληµα 1. ∆είξτε ότι σε όποιες θέσεις και αν βρίσκονται οι τρεις καλύβες, µε την 

προϋπόθεση ότι απέχουν µεταξύ τους το πολύ 100 βήµατα, πάντα υπάρχει ένα σηµείο που απέχει 

το πολύ 100 3
3

 βήµατα (δηλαδή περίπου 57,735) από την κάθε καλύβα. (Γενικά, απέχει το πολύ 

d 3
3

όπου d η µέγιστη απόσταση µεταξύ των καλυβών). 

Λύση. Αν οι καλύβες είναι στα σηµεία Α, Β, Γ και αν 

αυτά τα σηµεία είναι σε µία ευθεία, τα πράγµατα είναι απλά. 

∆εν έχουµε παρά να πάρουµε το µέσο του ευθύγραµµου 

τµήµατος που ορίζουν ως το σηµείο Κ του καταφυγίου. Σε αυτή την απλή περίπτωση, το καταφύγιο 

απέχει το πολύ 50 βήµατα από τα σηµεία Α, Β, Γ και είµαστε εντάξει, 

και µε περίσσευµα µέχρι το ≈100 3 / 3 57,735 . Το ίδιο συµβαίνει αν 

το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο ή αµβλυγώνιο. Για παράδειγµα είναι 

γνωστό από την Γεωµετρία ότι σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µέσο 

Κ της υποτείνουσας ΒΓ έχει την ιδιότητα ΚΑ=ΚΒ=ΚΓ= 1
2 ΒΓ. Άρα οι 

αποστάσεις ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ είναι όλες το πολύ 50 βήµατα. Όµοια, 

αποδεικνύεται ότι το µέσο Κ της πλευράς απέναντι από την αµβλεία 

γωνία στην περίπτωση αµβλυγωνίου τριγώνου, είναι κατάλληλη επιλογή για το καταφύγιο. Ας 

δούµε όµως τι γίνεται στην περίπτωση που το ΑΒΓ είναι οξυγώνιο.  

Για να λύσουµε την άσκηση θα πρέπει να επιστρατεύσουµε τις γνώσεις µας της 

Τριγωνοµετρίας και συγκεκριµένα ότι οι πλευρές, οι γωνίες και η ακτίνα R του περιγεγραµµένου 

κύκλου ενός τριγώνου ΑΒΓ συνδέονται µε τις σχέσεις 

α β γ 2R
ηµA ηµB ηµΓ

= = = , 

γνωστές ως νόµος των ηµιτόνων. 

Επειδή το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 180 ο, δεν µπορεί και οι τρεις γωνίες να είναι 

µικρότερες από 60 ο. Συνεπώς θα υπάρχει κάποια, έστω η Α, µε 60ο ≤  Α < 90ο.  

Τότε όµως  ηµΑ ≥ ηµ 60ο = 3
2

 οπότε R = ≤ =
α 100 100 3

2ηµA 33
.  

Αν λοιπόν θεωρήσουµε το κέντρο Κ του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ, 

παρατηρούµε ότι το Κ απέχει από τις κορυφές απόσταση R µικρότερη ή ίση από 100 3
3

. Άρα 

είναι κατάλληλο σηµείο για το καταφύγιο, και η σκέψη του ∆ρυίδη ήταν σωστή.   

Τα πράγµατα πήγαιναν οµαλά στο µικρό χωριό της Γαλατίας µέχρι που ακούστηκε ότι οι 

Ρωµαίοι θα ερχόντουσαν στην περιοχή τους. Ο αρχηγός, ο Μαζεστίξ, προέβλεψε ότι αργά ή 
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γρήγορα το χωριό θα µεγάλωνε γιατί πολλοί θα ήθελαν την ασφάλεια του χωριού αντί να ζουν 

εκτεθειµένοι στις γύρω περιοχές. Για να προλάβει τις καταστάσεις έβγαλε ένα νόµο που έλεγε ότι 

κάθε νέος δηµότης του χωριού µπορεί να κτίσει την καλύβα του όπου θέλει µε την 

προϋπόθεση να απέχει το πολύ 100 βήµατα από κάθε µία από τις υπόλοιπες καλύβες. 

Συγχρόνως έδωσε εντολή στο ∆ρυίδη να µεταφέρει κάθε φορά το καταφύγιο σε τέτοιο σηµείο που 

να επέχει το πολύ 58 βήµατα από κάθε καλύβα, συµπεριλαµβανοµένης και οποιασδήποτε 

καινούργιας. 

«Αυτό είναι παράλογο» διαµαρτυρήθηκε ο ∆ρυίδης στον αρχηγό. «Γιατί δεν βγάζεις ένα νόµο που 

να λέει ότι κάθε καινούργιος στο χωριό πρέπει να κτίσει την καλύβα του το πολύ 58 βήµατα από το 

σηµείο που είναι τώρα το καταφύγιο, για να τελειώνουµε;».  

«Σκοπός µου είναι να διευκολύνω τους νεόφερτους» απάντησε ο Μαζεστίκ, «και γιατί έχω 

εµπιστοσύνη ότι εσύ θα βρεις τρόπο να λύσεις το πρόβληµα κάθε φορά που θα προκύπτει».   

«Καλά» είπε ο ∆ρυίδης «όµως εδώ έχουµε ένα πρόβληµα που δεν ξέρω αν λύνεται. Με λίγα λόγια, 

δεν ξέρω που θα βάλει το σπίτι του ο κάθε καινούργιος στο χωριό, οπότε δεν είναι καθόλου βέβαιο 

ότι θα υπάρχει σηµείο που να απέχει το πολύ 58 βήµατα από όλους, συµπεριλαµβανοµένου και του 

καινούργιου».   

Η διαταγή όµως ήταν διαταγή! 

Στο χωριό του Αστερίξ ήλθε ο Οβελίξ.  Μετά από λίγο καιρό µετακόµισε στο χωριό ο 

Οβελίξ. Ο ∆ρυίδης έπεσε αµέσως στη µελέτη της Γεωµετρίας.  Είχε για οδηγό του ένα αρχαίο 

ελληνικό χειρόγραφο το οποίο του το είχε δώσει ένας έλληνας περιηγητής που πέρασε από την 

Γαλατία. Ήταν τα περίφηµα Στοιχεία του Ευκλείδη, που περιέχουν γεωµετρικές γνώσεις σε βάθος. 

Μετά από έντονη αυτοσυγκέντρωση και πολλά γεωµετρικά σχήµατα στην άµµο, ο ∆ρυίδης είχε µία 

καταπληκτική ιδέα που τον εξέπληξε και τον ίδιο. Είχε αποδείξει ότι όπου και αν έκτιζε την καλύβα 

του ο νεοφερµένος Οβελίξ, αρκεί να απείχε το πολύ 100 βήµατα από κάθε µία από τις άλλες τρεις, 

σίγουρα θα έβρισκε κατάλληλο σηµείο για το καταφύγιο σύµφωνα πάντα µε τις απαιτήσεις του 

αρχηγού. Ναι, πάντα θα υπάρχει σηµείο που απέχει το πολύ 58 βήµατα και από τις τέσσερεις 

καλύβες.  

Στη συνέχεια θα δούµε πώς τα κατάφερε ο ∆ρυίδης. Εσείς µπορείτε να τον βοηθήσετε; 

∆ύσκολα τα πράγµατα! Για την περίπτωση που οι καλύβες ήσαν τρεις, το πρόβληµα είναι λυµένο, 

αλλά ας δούµε τώρα την περίπτωση των 4 καλυβών. Για οικονοµία στα σύµβολα, τον αριθµό 

100 3 / 3 , που είναι βέβαια µικρότερος του 58, από ΄δω και πέρα θα τον συµβολίζουµε µε R. 

 
Πρόβληµα 2. ∆είξτε ότι σε όποιες θέσεις και αν βρίσκονται οι τέσσερεις καλύβες, µε την 

προϋπόθεση ότι απέχουν µεταξύ τους το πολύ 100 βήµατα, πάντα υπάρχει ένα σηµείο που απέχει 

το πολύ R βήµατα  από την κάθε καλύβα. 

Λύση. Έστω Α, Β, Γ, ∆ οι τέσσερις καλύβες. Από το Πρόβληµα 1 ξέρουµε ότι υπάρχει 

α) Ένα σηµείο ΚΑ που απέχει το πολύ R βήµατα από τα Β, Γ, ∆. Όµοια υπάρχει 

β) Σηµείο ΚΒ που απέχει το πολύ R βήµατα από τα Α, Γ, ∆. 
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Κ∆ 

Α 
Γ 

Σχ. 3 

ΚΒ 

Κ∆ 

ΚΑ 

Ε 
  ΚΑ 

ΚΒ ΚΓ 

Κ∆ 

Σχ. 1 Σχ. 2 

γ) Σηµείο ΚΓ που απέχει το πολύ R βήµατα από τα Α, Β, ∆. 

δ) Σηµείο Κ∆ που απέχει το πολύ R βήµατα από τα Α, Β, Γ. 

 

Με λίγα λόγια, το ΚΑ είναι το σηµείο όπου µπορούµε να κτίσουµε το καταφύγιο στην 

περίπτωση που οι καλύβες είναι οι Β, Γ και ∆. Με γεωµετρικούς όρους, αυτό σηµαίνει ότι αν 

σχεδιάσουµε τον κύκλο µε κέντρο ΚΑ και ακτίνα R, τότε αυτός περιέχει τα Β, Γ, ∆ στο εσωτερικό 

του ή στην περιφέρεια. Όµοια οι άλλες περιπτώσεις.   

 

Παρατηρήστε ότι το προηγούµενο µπορούµε να το δούµε ανάποδα: Ο κύκλος µε κέντρο το 

Α και ακτίνα R περιέχει τα κέντρα ΚΒ, ΚΓ, Κ∆ και όµοια οι υπόλοιποι κύκλοι. Συµπεραίνουµε ότι 

οποιοιδήποτε τρεις από τους κύκλους αυτούς, δηλαδή µε κέντρα τα Α, Β, Γ, ∆ και ακτίνα R, έχουν 

κοινό σηµείο. Για παράδειγµα οι κύκλοι µε κέντρα τα Α, Β, Γ και ακτίνα R έχουν κοινό το σηµείο Κ∆. 

Όµοια οι υπόλοιπες περιπτώσεις. Σε αυτό το σηµείο ο ∆ρυίδης απέδειξε την εξής βοηθητική 

παρατήρηση. 

 
Παρατήρηση 1. Αν τέσσερεις κύκλοι έχουν ανά τρεις κοινό σηµείο τότε υπάρχει σηµείο 

που είναι κοινό και στους τέσσερεις. 
Να πως το απέδειξε: Θα διατηρήσουµε τον ίδιο συµβολισµό όπως πριν, δηλαδή τα κέντρα 

των κύκλων είναι τα Α, Β, Γ, ∆ και τα κοινά σηµεία ανά τρεις κύκλους είναι τα ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, Κ∆  (οι 

ακτίνες µπορεί να είναι οποιεσδήποτε, όχι κατ’ ανάγκη R). ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:  Είτε ένα 

από τα Α, Β, Γ, ∆ είναι στο εσωτερικό του τριγώνου που ορίζουν τα άλλα τρία, όπως στο Σχήµα 1, 

είτε δεν συµβαίνει αυτό, οπότε τα Α, Β, Γ, ∆ είναι διευθετηµένα όπως στο Σχήµα 2. 

 

 

 

 

 

 

 

Στη πρώτη περίπτωση, χωρίς βλάβη στη γενικότητα, το ∆ είναι στο εσωτερικό (ή στην περίµετρο)  

του τριγώνου ΑΒΓ. Όµως το τρίγωνο ΑΒΓ βρίσκεται εξολοκλήρου στον κύκλο κέντρου Κ∆ και 

ακτίνας R. Το ∆ ως σηµείο του τριγώνου, βρίσκεται και αυτό στον ίδιο κύκλο. Συµπεραίνουµε ότι το 

σηµείο ∆ βρίσκεται και στους 4 κύκλους δεδοµένου ότι ήδη βρίσκεται στους κύκλος µε κέντρα  ΚΑ, 

ΚΒ, ΚΓ. Στη δεύτερη περίπτωση, παρατηρούµε ότι τα Α και το Γ βρίσκονται 

στους κύκλους µε κέντρα ΚΒ και Κ∆.  Άρα όλο το ευθύγραµµο τµήµα ΑΓ 

βρίσκεται εξολοκλήρου στους ίδιους κύκλους (Σχήµα 3) διότι θα 

βρίσκεται εξολοκλήρου στον θαξένα χωριστά. Όµοια το Β∆ βρίσκεται 

εξολοκλήρου στους κύκλους µε κέντρα ΚΑ,  ΚΓ. Το σηµείο Ε είναι κοινό στα ΑΓ, 
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Β∆ οπότε βρίσκεται πρώτον στους κύκλους µε κέντρα ΚΒ , Κ∆  και δεύτερον στους κύκλους µε 

κέντρα  ΚΑ,  ΚΓ. Άρα βρίσκεται σε όλους, όπως θέλαµε. 

Ας επιστρέψουµε στον συλλογισµό του ∆ρυίδη. Ξέρει ότι οι κύκλοι µε κέντρα Α, Β, Γ, ∆ και 

ακτίνα R έχουν ανά τρεις κοινά σηµεία. Από την Παρατήρηση 1, όλοι έχουν κοινό σηµείο. Ας το 

ονοµάσουµε Κ. Το σηµείο αυτό απέχει το πολύ R από τα κέντρα Α, Β, Γ, ∆ άρα είναι κατάλληλο 

σηµείο για το καταφύγιο. 

 

Το χωριό άρχισε να µεγαλώνει. Τα γεωµετρικά βάσανα του ∆ρυίδη δεν είχαν τελειώσει. 

Κατέφθασε εκεί πέµπτο άτοµο ο Κακοφωνίξ, αργότερα ήλθε έκτο άτοµο και ούτω καθ’ εξής. «Και 

τώρα τι κάνουµε;» σκέφτηκε ο ∆ρυίδης. «Κάθε φορά που έρχεται ένας καινούργιος πρέπει να 

ξανασκέπτοµαι από την αρχή;» και το έριξε πάλι στη µελέτη της Γεωµετρίας.  Η πρώτη του σκέψη 

ήταν να κάνει γενίκευση του προβλήµατος. Αντί να το σκέπτεται χωριστά την περίπτωση των 5, 6, 

7 ή παραπάνω σπιτιών, να το αποδείξει για κάθε Ν≥ 3 . Βέβαια για Ν=3 και Ν=4 το πρόβληµα το 

είχε λύσει αλλά έπρεπε να βρει µία µέθοδο η οποία να του λέει ποια είναι η θα είναι η θέση του 

καταφυγίου αν οι καλύβες αυξηθούν από Ν σε Ν+1.  

Μετά από λίγες µέρες αναφώνησε «εύρηκα, εύρηκα» και έτρεξε στον αρχηγό να του πει την 

σκέψη του.  

Πριν ακολουθήσουµε την σκέψη του ∆ρυίδη στην περίπτωση των 5, 6, 7 ή παραπάνω 

σπιτιών, ας κάνουµε µία σύνοψη. 

Είδαµε πώς έλυσε το πρόβληµα στην περίπτωση των 4 καλυβών, βασιζόµενος στο ότι 

µπορεί να λύσει το πρόβληµα στην περίπτωση των 3. Μέσα στην απόδειξη χρησιµοποίησε την 

εξής απλή ιδιότητα των κύκλων (Σχήµα 3): Αν δύο σηµεία Α και Β βρίσκονται στο εσωτερικό ενός 

κύκλου, τότε το ευθύγραµµο που τα έχει ως άκρα θα περιέχεται εξολοκλήρου µέσα στον κύκλο. 

Σχήµατα που έχουν αυτή την ιδιότητα, δηλαδή περιέχουν ολόκληρο ένα ευθύγραµµο τµήµα αν 

περιέχουν τα άκρα του, ονοµάζονται κυρτά. Για παράδειγµα οι κύκλοι, τα τρίγωνα και τα 

τετράγωνα (Σχήµα 3 α, β, γ) είναι κυρτά σχήµατα, όχι όµως το τετράπλευρο στο Σχήµα 3δ.  

 

 

 

  

 

 

 

Η απόδειξη που παραθέσαµε για την Παρατήρηση 1 εξέταζε κύκλους, όµως διαµορφώνεται 

αυτούσια σε απόδειξη του εξής:  

 
Παρατήρηση 2. Αν έχουµε 4 κυρτά σύνολα και γνωρίζουµε ότι οποιαδήποτε 3 από αυτά 

έχουν κοινό σηµείο, τότε και τα 4 θα έχουν κοινό σηµείο.  

Α 

Β 

Α 

Β 

Α 
Β Α Β 

Σχ. 3α Σχ. 3δ Σχ. 3β Σχ. 3γ 



Μιχάλης Λάµπρου – Νίκος Κ. Σπανουδάκης 

Το καταφύγιο του ∆ρυίδη 60 

Λ Κ 

Α 
Β 

Το µόνο που χρειάζεται είναι το εξής, το οποίο θέτουµε ως άσκηση. 
 

Πρόβληµα 3. Αν Κ και Λ κυρτά σύνολα, δείξτε ότι και η τοµή τους ∩Κ Λ είναι κυρτό.  

Λύση. Θέλουµε να δείξουµε ότι το σχήµα ∩Κ Λ  που αποτελείται από τα κοινά σηµεία των 

Κ και Λ είναι κυρτό, δηλαδή ότι αν Α και Β σηµεία στο ∩Κ Λ , τότε 

ολόκληρο το ευθύγραµµο τµήµα θα βρίσκεται µέσα στην ∩Κ Λ . 

Πράγµατι, αφού τα Α, Β ανήκουν στο Κ και το Κ είναι κυρτό, έπεται 

ολόκληρο το ΑΒ είναι στο Κ. Όµοια το ΑΒ είναι στο Κ είναι στο Λ. Άρα το 

ΑΒ είναι και στα δύο, δηλαδή στη τοµή τους.  
 

Πρόβληµα 4. Αν έχουµε 5, 6, 7 ή περισσότερα κυρτά σύνολα και γνωρίζουµε ότι 

οποιαδήποτε 3 από αυτά έχουν κοινό σηµείο, τότε όλα θα έχουν κοινό σηµείο.  

Λύση. Έστω αρχικά ότι έχουµε 5 κυρτά σύνολα, τα Κ1, Κ2, Κ3, Κ4, Κ5,  κάθε 3 από τα οποία 

έχουν κοινό σηµείο. Στόχος µας να δείξουµε ότι και τα 5 έχουν κοινό σηµείο. όλα θα έχουν κοινό 

σηµείο. 

Εξετάζουµε τα 4 κυρτά σύνολα Κ1, Κ2, Κ3, Κ4∩Κ5. Θα αποδείξουµε πρώτα ότι οποιαδήποτε 

3 από αυτά έχουν κοινό σηµείο. Για παράδειγµα για να δούµε ότι τα Κ1, Κ2 και Κ4∩Κ5 έχουν κοινό 

σηµείο, εξετάζουµε τα 4 κυρτά σύνολα Κ1, Κ2, Κ4 και Κ5. Οποιαδήποτε 3 από αυτά έχουν, εξ’ 

υποθέσεως, κοινά σηµεία. Έχουµε δείξει όµως στην Παρατήρηση 2 ότι και τα 4 αυτά έχουν κοινό 

σηµείο. Το κοινό αυτό σηµείο ανήκει τότε στα Κ1, Κ2 και Κ4∩Κ5, όπως θέλαµε να δείξουµε. Όµοια 

οι υπόλοιπες περιπτώσεις. Τώρα σχεδόν τελειώσαµε: Αφού τα Κ1, Κ2, Κ3, Κ4∩Κ5 είναι 4 το πλήθος 

και οποιαδήποτε 3 έχουν κοινό σηµείο τότε, πάλι από την Παρατήρηση 2, όλα έχουν κοινό σηµείο, 

που σηµαίνει ότι υπάρχει κοινό σηµείο Κ1, Κ2, Κ3, Κ4, Κ5.  

Αν είχαµε 6 (και γενικότερα Ν+1) κυρτά σύνολα κάθε 3 από τα οποία έχουν κοινό σηµείο, 

ακριβώς ο ίδιος συλλογισµός αλλά αρχίζοντας από τα 5 κυρτά Κ1, Κ2, Κ3, Κ4, Κ5∩Κ6 (και 

γενικότερα τα Ν κυρτά Κ1, Κ2, ... , ΚΝ-1, ΚΝ∩ΚΝ+1) µπορούµε να δείξουµε ότι όλα έχουν κοινό 

σηµείο. 

Πώς βοήθησε τον ∆ρυίδη η λύση στο Πρόβληµα 4;  

Έστω ότι στο χωριό κατέφθασαν Ν≥ 3 άτοµα οι οποίοι έκτισαν τις καλύβες τους σε 

απόσταση το πολύ 100 βηµάτων ο ένας από τον άλλο. Σύµφωνα µε το Πρόβληµα 1, για κάθε τρία 

σηµεία υπάρχει κύκλος κέντρου ΚΑ και ακτίνας R κάτω από 58 βήµατα που τα περιέχει (το ΚΑ είναι 

η θέση του καταφυγίου για αυτά τα τρία σηµεία). Εξετάζουµε τώρα τους κύκλους µε κέντρα τα 

σηµεία όπου βρίσκονται οι καλύβες και ακτίνα R.  Έτσι κάθε τρεις τέτοιοι κύκλοι έχουν κοινό σηµείο 

(το καταφύγιο που αντιστοιχεί σε αυτά). Από το Πρόβληµα 4, υπάρχει σηµείο που ανήκει σε όλα 

τους κύκλους. Αυτό το σηµείο είναι κατάλληλο για καταφύγιο καθώς απέχει απόσταση το πολύ 58 

βηµάτων από τα κέντρα των κύκλων (που είναι οι καλύβες).  

Να λοιπόν που η διαταγή του Μαζεστίξ µπορεί να διεκπεραιωθεί από τον ∆ρυίδη 

Πανοραµίξ. Φαίνεται ότι ο τελευταίος, εκτός από το γκι που µάζευε για τα µαγικά του φίλτρα, έκανε 

µάγια και µε τα Μαθηµατικά. 
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Μία οικογένεια γρίφων λογικής µε πλούσια βιβλιογραφία, ζητούν την συµπλήρωση 

στοιχείων σε ένα πλέγµα ακολουθώντας κάποιους απλούς κανόνες. Για παράδειγµα το sudoku και 

οι παραλλαγές του ζητούν την συµπλήρωση των αριθµών 1 έως 9 σε ένα 9×9 πλέγµα 

τετραγώνων, σύµφωνα µε ορισµένους κανόνες. ∆ε θα ασχοληθούµε εδώ µε τα sudoku, οπότε δεν 

υπάρχει λόγος να καταγράψουµε τους κανόνες του. Άλλωστε µπορεί να τους βρει κανείς εύκολα σε 

πληθώρα εντύπων ή στο διαδίκτυο. Πέρα από τα sudoku υπάρχουν πολλοί άλλοι γρίφοι λογικής 

που ζητούν την συµπλήρωση πλέγµατος. Τα hitori, kakuro, futoshiki, shikaku, akari, fillomino, 

nurikabe, slithelink, nansuke, heyawake, kurodoko, masyu  είναι τα ονόµατα µερικών µόνο από 

τους πιο γνωστούς γρίφους  αυτής της οικογένειας πνευµατικών ασκήσεων. Η προέλευσή τους 

είναι συνήθως η Ιαπωνία, όπου υπάρχει µεγάλη παράδοση και ενδιαφέρον για προβλήµατα 

λογικής. Το χαρακτηριστικό τους είναι ότι το µόνο που απαιτούν είναι χαρτί, µολύβι, γόµµα και ... 

διάθεση για σκέψη.  

Παρουσιάζουµε εδώ έναν τύπο γρίφων λογικής αυτής της οικογένειας,  οι οποίοι 

ονοµάζονται πολυνησία. Οι κανόνες είναι απλοί. Συνήθως η επίλυσή τους είναι εύκολη αλλά 

ενδιαφέρουσα πνευµατική ενασχόληση.  

Ο στόχος της πολυνησίας είναι να βαφούν είτε µε καφέ χρώµα είτε µε γαλάζιο τα κενά 

τετράγωνα σε ένα πλέγµα το οποίο ονοµάζεται «χάρτης». Συνήθως ο χάρτης είναι ένα 10×10 

πλέγµα αλλά κάθε άλλα διάσταση είναι πρόσφορη. Το καφέ χρώµα δηλώνει «νησιά» και το 

γαλάζιο δηλώνει «θάλασσα». Στην αρχή µερικά τετράγωνα είναι ήδη χρωµατισµένα και το 

πρόβληµα είναι να βαφούν τα υπόλοιπα σύµφωνα µε τους εξής κανόνες:   

α) Πλήθος. Σε κάθε γραµµή και σε κάθε στήλη πρέπει να υπάρχουν ακριβώς πέντε καφέ 

τετράγωνα και ακριβώς πέντε γαλάζια. 

β) Μέγεθος. Σε κάθε γραµµή και σε κάθε στήλη δεν πρέπει να υπάρχουν περισσότερα από 

δύο συνεχόµενα καφέ είτε δύο συνεχόµενα γαλάζια τεράγωνα.  

γ) Μοναδικότητα. ∆εν πρέπει να υπάρχει γραµµή ή στήλη η οποία να επαναλαµβάνεται 

(πρέπει όλες να είναι διαφορετικές µεταξύ τους).  

Παρακάτω δίνουµε 4 πλέγµατα για συµπλήρωση. Όλα έχουν µοναδική λύση. Ας προσθέσουµε ότι 

η πολυνησία συνήθως δίνεται µε πλέγµα που περιέχει δύο σύµβολα στη θέση του «καφέ» και του 

«γαλάζιου». Τα συνηθέστερα είναι τα 0 και 1, ή Χ και Υ, ή οποιαδήποτε δύο κατάλληλα. Εδώ τα 

παρουσιάζουµε έγχρωµα, καφέ-γαλάζιο, µόνο για λόγους αισθητικής.  

Για διευκόλυνση του λύτη παραθέτουµε µερικά από τα τεχνάσµατα που πρέπει να έχει κατά 

νου, όταν επιχειρεί να λύσει έναν γρίφο του τύπου της πολυνησίας. 

∆ηµοτικό, Γυµνάσιο, Λύκειο 

Πολυνησία, ένας γρίφος συµπλήρωσης πλέγµατος 
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α) Αποπεράτωση. Αν έχουν συµπληρωθεί, λόγου χάρη, 5 νησιά και 3 θάλασσες, τότε τα 

δύο κενά τετράγωνα που περισσεύουν (λευκά στο σχήµα) είναι θάλασσες λόγω του κανόνα για το 

πλήθος. ∆ηλαδή το 

 

συµπληρώνεται ως  

 

β) Έκταση. Αν σε µία γραµµή ή στήλη υπάρχει ένα κενό τετράγωνο ανάµεσα σε δύο καφέ 

ή δύο γαλάζια,  όπως στο σχήµα  

 

τότε το κενό συµπληρώνεται µε το άλλο χρώµα, λόγω του κανόνα για το µέγεθος. Θα γίνει δηλαδή 

 

γ) Ζεύγη.  Αν σε µία γραµµή ή στήλη υπάρχει, λόγου χάρη, το σχήµα  

 

τότε δεξιά και αριστερά των δύο καφέ τετραγώνων µπαίνουν γαλάζια λόγω του κανόνα για το 

µέγεθος. ∆ηλαδή η συµπλήρωση γίνεται ως εξής: 

 

δ) Συµπλήρωση. Αν έχουµε την κατάσταση  

 

τότε ξέρουµε ότι λείπει (ακριβώς) ένα γαλάζιο. Αυτό δεν µπορεί να είναι στo τετράγωνο µε το χ 

γιατί τότε τα υπόλοιπα τρία κενά τετράγωνα θα ήσαν καφέ, δηλαδή θα είχαµε την κατάσταση 

γαλάζιο – καφέ – καφέ – καφέ . Αυτή όµως δεν επιτρέπεται λόγω µεγέθους. Όµοια δεν µπορεί να 

µπει γαλάζιο χρώµα στο τετράγωνο µε το ψ, γιατί οδηγεί στην κατάσταση καφέ – καφέ - καφέ – 

γαλάζιο.  Άρα τα χ και ψ είναι και τα δύο καφέ, δηλαδή η συµπλήρωση γίνεται  

 

ε) Ανοµοιότητα. Αν είχαµε την κατάσταση  

 

 

τότε δεν είναι χ = γαλάζιο, ψ = καφέ λόγω του κανόνα της µοναδικότητας. Αλλιώς θα είχαµε δύο 

ίδιες γραµµές. Άρα τα χ, ψ είναι ένα από τα καφέ-καφέ, γαλάζιο-γαλάζιο και καφέ-γαλάζιο. 

Μπορούµε τώρα να απορρίψουµε την εκδοχή καφέ-καφέ γιατί οδηγεί σε τρία συνεχόµενα καφέ. 

Όµοια απορρίπτουµε την εκδοχή γαλάζιο-γαλάζιο. Τελικά η συµπλήρωση γίνεται ως  

 

 

στ) Κρατούµενο. Αν έχουµε την κατάσταση  

 

τότε  ένα από τα φ, χ είναι υποχρεωτικά γαλάζιο για να αποφευχθεί η εκδοχή καφέ - καφέ – καφέ. 

Αφού ένα είναι σίγουρα γαλάζιο, και βλέπουµε άλλα τρία γαλάζια, σηµαίνει ότι µας λείπει το 

τέταρτο. Οπότε για την τετράδα από το ψ έως το ω αναγόµαστε στην περίπτωση της  

          

          

          

          

          

          

  χ   ψ      

            

          
      χ ψ   

          
          

 φ χ   ψ   ω  
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συµπλήρωσης που εξετάσαµε παραπάνω. Συµπεραίνουµε ότι τα ψ, ω είναι και τα δύο καφέ, 

δηλαδή 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 φ χ   ψ   ω  

Χάρτης 1 
          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

Χάρτης 2 
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Χάρτης 3 
          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

Χάρτης 4 
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"Τα πάντα αριθµός" έλεγαν οι αρχαίοι Πυθαγόρειοι, οι οποί-

οι ερµήνευαν τα φαινόµενα µε αριθµητικούς όρους. Ακολουθώντας 

το πνεύµα τους θα καταγράψουµε διάφορες αριθµητικές ιδιότητες 

του 2013. 

 

Το 2013 γράφεται ως γινόµενο τριών πρώτων παραγόντων. Το ίδιο συµβαίνει µε τα δύο 

επόµενα έτη, 2014 και 2015. Οι εννέα πρώτοι αριθµοί που εµφανίζονται σε αυτά τα γινόµενα είναι 

διαφορετικοί µεταξύ τους. Αυτό θα συµβεί ξανά τα έτη 2665, 2666, 2667. Είναι οι µόνες τριάδες 

ετών της δεύτερης χιλιετίας που συµβαίνει αυτό. Την προηγούµενη φορά που συνέβη ήταν τα έτη 

1885, 1886, 1887.         

 

     Η γραφή του 2013 στο δεκαδικό σύστηµα αρίθµησης χρησιµοποιεί τα ψηφία 0, 1, 2, 3 (από 

µία φορά το καθένα). Είναι το πρώτο έτος της δεύτερης χιλιετίας µε αυτή την ιδιότητα. Το επόµενο 

έτος είναι το 2031. Το αµέσως προηγούµενο έτος ήταν το 1320. 

 

Η γραφή του 2013 στο δεκαδικό σύστηµα αρίθµησης χρησιµοποιεί τέσσερα διαδοχικά ψη-

φία (όχι βέβαια σε σειρά από το µικρότερο στο µεγαλύτερο). Το αµέσως προηγούµενο έτος µε αυ-

τή την ιδιότητα είναι το 1432, ενώ το επόµενο είναι το 2031. 

 

Ο αριθµός 2013 γράφεται ως άθροισµα τριών τετραγώνων φυσικών αριθµών µε τέσσερις 

τρόπους: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το άθροισµα των µη µηδενικών ψηφίων του 2013 είναι όσο το γινόµενο τους. 

 

 

2013 = 4 + 784 + 1225 = 22 + 282 + 352 
2013 = 16 + 841 + 1156 = 42 + 292 + 342 
2013 = 64 + 100 + 1849 = 82 + 102 + 432 

2013 = 169 + 400 + 1444 = 132 + 202 + 382
 

2 + 1 + 3 = 6 = 2 · 1 · 3 

1885 = 5 · 13 · 29 
1886 = 2 · 23 · 41 

1887 = 3 · 17 · 37 

2013 = 3 · 11 · 61 
2014 = 2 · 19 · 53 

2015 = 5 · 13 · 31 

2665 = 5 · 13 · 41 
2666 = 2 · 31 · 43 

2667 = 3 · 7 · 127 
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Β' ∆ηµοτικού 

Αιτιολογηµένες λύσεις στα θέµατα του διαγωνισµού 
"Καγκουρό 2013" 

                                     
1) ∆) το 6 και το 9 

Αν παρατηρήσουµε τους αριθµούς, θα διαπιστώσουµε ότι τα ψηφία 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7 και 8 υπάρ-

χουν (µερικά δύο φορές), αλλά λείπουν τα 6 και 9.  

 

2) Β) 8 

Αν από τα 12 βιβλία αφαιρέσουµε 4, µένουν 12 - 4 = 8 βιβλία.  

 

3) Α) 
Λιγότερες από 7 βούλες και περισσότερες από 5, δηλαδή 6 βούλες, έχει το (Α) φόρεµα. Όλα τα 

υπόλοιπα φορέµατα έχουν διαφορετικό αριθµό από 6 βούλες.  

 

4) ∆) 
Στην εικόνα (∆) υπάρχουν 2 γκρι και 3 κόκκινα καγουρό, δηλαδή τα κόκκινα είναι περισσότερα. 

Στις υπόλοιπες εικόνες τα κόκκινα καγκουρό είναι είτε ίσα είτε λιγότερα από τα γκρι.  

 

5) Β) 5 

Στον δεξιό τοίχο βλέπουµε 5 περισσότερα τούβλα. Είναι αυτά που 

βρίσκονται στην κάτω γραµµή.  

 

6) Ε) 10 

Λείπουν τα 10 πράσινα πλακάκια στο σχήµα. 

 

 

 
7) Γ) 40 

Συγκρίνοντας µε την αρχική τούρτα βλέπουµε ότι το κοµµάτι που λείπει είναι το (Γ). Όλα τα άλλα 

έχουν κάποια διαφορά από το σωστό. Για παράδειγµα το (Β) έχει καρδούλα αντί για αστεράκι, και 

κάτι ανάλογο µε τα υπόλοιπα κοµµάτια. 
 

8) ∆) 
Η (Β) φοράει το κολιέ που της έδωσε η Βάσω, άρα αυτή είναι η Εύα. Η (Γ) φοράει τα σκουλαρίκια, 

άρα αυτή είναι η Άννα. Αυτή που δεν φοράει ούτε σκουλαρίκια ούτε κολιέ είναι η (∆), οπότε αυτή 

είναι η Βάσω.  

Απαντήσεις θεµάτων ∆ιαγωνισµού Καγκουρό 2013 – Β΄ ∆ηµοτικού 
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1

4

9) Ε) 9 

Η Βάσω είχε 5 µήλα και πήρε 3 από την Άννα, οπότε τα µήλα της έγιναν 8. Έδωσε τα µισά, δηλα-

δή 4, στη Γιάννα. Οπότε η Γιάννα τώρα έχει 5+4=9 µήλα.  

 

10) Γ) 3 κιλά 

Από την εικόνα µε τη ζυγαριά βλέπουµε ότι ο Γιώργος µε τα δύο γατάκια µαζί, ζυγίζουν 36 κιλά. 

Αφού ο Γιώργος ζυγίζει 30 κιλά, τα δύο γατάκια ζυγίζουν 36-30=6 κιλά. Οπότε το ένα γατάκι ζυγίζει 

το µισό του 6, δηλαδή 3 κιλά.  

 

11) Α) 
Ένας τρόπος να λύσουµε το πρόβληµα είναι να µετρήσουµε πόσα τετράγωνα υπάρχουν από το 

κάθε είδος. Όµως υπάρχει τρόπος να απαντήσουµε στο πρόβληµα χωρίς να τα µετρήσουµε. Απλά 

παρατηρούµε ότι µπορούµε να χωρίσουµε το σχήµα σε όµοιες τετράδες που αποτελούνται από  

             . Στο τέλος περισσεύει ένα  , οπότε αυτό το τετράγωνο εµφανίζεται 

µία φορά παραπάνω από τα υπόλοιπα.  

 

12) Β) 8 

Το κουνελάκι δεν µπορεί να φτάσει τα κα-

ρότα που είναι σε κλειστά δωµάτια (κίτρι-

νο χρώµα). Τα υπόλοιπα είναι συνολικά 8 

καρότα. 

 

 

 

 

 

13) ∆) στο 4 

Στην αρχή η γάτα βρίσκεται 6 σκαλοπάτια πίσω από το ποντίκι. Σε κάθε βήµα του 

ποντικιού, η γάτα το πλησιάζει κατά 2-1=1 σκαλοπάτι. Άρα θα βρεθούν 

µαζί 6 σκαλοπάτια πιο µετά από εκεί που βρίσκεται τώρα το 

ποντίκι. Μετρώντας 6 σκαλοπάτια µετά το ποντίκι, 

θα διαπιστώσουµε ότι θα βρεθούν 

µαζί στο σκαλοπάτι 

νούµερο 4.  

  

 

        .   
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14) Ε) 24 

Υπάρχουν 6+6 = 12 κύβοι στο κάτω µέρος, 4+4=8 στη µεσαία ζώνη και 2+2=4 στο πάνω µέρος 

της κατασκευής. Το σύνολο είναι 12+8+4=22 κύβοι.  

 

15) Γ) 10 

Ένας τρόπος να σκεφτούµε είναι να βρούµε πόσο είναι το άθροισµα του Γιάννη και πόσο η Ελέ-

νης. Μετά, µε αφαίρεση των δύο αριθµών, θα βρούµε πόσο παραπάνω βρήκε η Ελένη. Ο τρόπος 

αυτός, αν και σωστός, είναι κοπιαστικός. Είναι πιο απλό να παρατηρήσουµε ότι κάθε αριθµός της 

Ελένης είναι κατά 1 µεγαλύτερος από τον αντίστοιχο του Γιάννη. Αφού και οι δύο προσθέτουν από 

δέκα αριθµούς, η Ελένη θα βρει άθροισµα κατά 10 µεγαλύτερο από τον Γιάννη.  

 

16) Β) 51 

Μετρώντας θα διαπι-

στώσουµε ότι υπάρ-

χουν 20 σπίρτα στην 

οροφή, 10 στο πάτω-

µα, 10 στο ταβάνι και 11 για τοίχους. Το σύνολο είναι 20+10+10+11=51.  

 

17) ∆) το ∆ 

Τα γράµµατα του ελληνικού αλφαβήτου είναι 24, οπότε το 24ο γράµµα είναι Ω. Επίσης είναι  

Ω το 24+24=48, το 48+24= 72 και το 72+24=96.  Από εκεί αρχίζει πάλι από την αρχή και θα είναι Α 

το 97ο, Β το 98ο, Γ το 99ο και, τέλος, ∆ το 100ό.  

 

18) Ε) 2 αδελφούς και 4 αδελφές 

Αφού η Μαρία έχει  3 αδελφούς και 3 αδελφές, όλα µαζί τα παιδιά στην οικογένεια είναι 1+3+3=7, 

από τα οποία 4 είναι κορίτσια και 3 αγόρια. Ένας από τους αδελφούς  της Μαρίας είναι ο Γιάννης. 

Αυτός έχει 2 αδελφούς (αφού τα αγόρια, µαζί µε αυτόν, είναι 3) και 4 αδελφές (όλα τα κορίτσια). 

 

 

 
 
 
 
 
 
19) Γ) ο ∆ηµήτρης 

Ο ∆ηµήτρης είναι 2 χρόνια πιο µεγάλος από την Καίτη που είναι 2 χρόνια πιο µεγάλη από την Βά-

σω. ∆ηλαδή ο ∆ηµήτρης είναι 4 χρόνια πιο µεγάλος από την Βάσω, οπότε είναι 4 χρόνια πιο µεγά-

κορίτσια αγόρια 
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1 2

3 

λος και από την Άννα που είναι δίδυµη αδελφή της Βάσως. Ο Τάσος είναι 3 χρόνια πιο µεγάλος 

από την Άννα, οπότε είναι πιο µικρός (κατά 1 χρόνο) από τον ∆ηµήτρη. Καταλήγουµε ότι ο πιο µε-

γάλος είναι ο ∆ηµήτρης. Ακολουθεί ο Τάσος, µετά η Καίτη και µετά οι δίδυµες.  

 

20) Γ) 18 

Ένα αχλάδι κάνει όσο δύο µήλα. Τα δύο µήλα είναι όσο 6 µπανάνες. 

Κάθε δύο µπανάνες είναι µία φράουλα, οπότε οι 6 µπανάνες είναι 3 

φράουλες. Με άλλα λόγια 1 αχλάδι είναι όσο 3 φράουλες. Οπότε τα 6 

αχλάδια είναι 6 3 18× = φράουλες.  

 

21) ∆) 4 

Η στάµπα  (Α) προέρχεται από την κάτω πλευρά του κύβου, η (Β) από την δεξιά όπως κοιτάµε τον 

κύβο, η (Γ) από την πάνω,  η (∆) από την αριστερή. Η (Ε) δεν είναι από τις στάµπες της ∆ανάης. 

Ένας τρόπος να το δούµε είναι να παρατηρήσουµε ότι από την (Ε) λείπουν οι 4 γωνίες του τετρα-

γώνου, ενώ από τον κύβο της ∆ανάης δεν υπάρχει πλευρά που λείπουν και οι 4 γωνίες. Τελικά η 

∆ανάη µπορεί να φτιάξει 4 από τις στάµπες και η απάντηση είναι το (∆).  

 
                                       

 
1) ∆) 
Στην εικόνα (Α) τα γκρι καγκουρό είναι 4, ενώ τα κόκκινα είναι 3. Στις εικόνες (Β) και (Γ) τα γκρι και 

τα κόκκινα είναι από 4. Στην (∆) τα γκρι καγκουρό είναι 4 και τα κόκκινα 5, ενώ στην (Ε) τα γκρι εί-

ναι 5, όσα και τα κόκκινα . Οπότε η απάντηση στο ερώτηµα είναι η εικόνα (∆).  

 

2) Ε) 3 3×  

Αν κάνουµε τους σηµειωµένους πολλαπλασιασµούς θα βρούµε 1 1 1 1 1 2 2× × × × × = ,   

1 1 1 1 2 2 4× × × × × = ,   1 2 3 6× × = ,  2 2 2 8× × =  και 3 3 9× = . Οπότε το µεγαλύτερο γινόµενο είναι 

το (Ε) 3 3× .  

 

3) ∆) 23 εκατοστά 

Με τα τρία ψέµατα η µύτη του Πινόκιο µεγαλώνει 6+6+6=18 εκατοστά. Με τις δύο φορές που θα 

πει την αλήθεια, µικραίνει κατά 2+2=4 εκατοστά. Οπότε η µύτη του θα µεγαλώσει συνολικά κατά 

18-4=14 εκατοστά. Αφού τώρα είναι 9 εκατοστά, σηµαίνει ότι θα γίνει 9+14=23 εκατοστά. 

 

4) Γ) 7  

Από τα 4 κοµµάτια που έκοψε ο Γιάννης την πρώτη φορά, τα 3 τα άφησε απείρα-

κτα. Το τέταρτο το έκοψε σε 4 µικρότερα κοµµάτια. Οπότε τώρα έχει 3+4=7 κοµµά-

τια χαρτί. Η εικόνα δίπλα δείχνει τα 7 κοµµάτια.  

Επίπεδο 1 –  (Γ΄ και ∆΄ ∆ηµοτικού)  
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5) Ε) 
Το µοτίβο που περιγράφεται, δηλαδή 1 κόκκινος, 1 πράσινος, 2 κόκκινοι, 2 πράσινοι, 3 κόκκινοι, 3 

πράσινοι, 4 κόκκινοι, 4 πράσινοικύκλοι συµπληρώνεται όπως η εικόνα παρακάτω. Οι τέσσερις κύ-

κλοι είναι οι σηµειωµένοι, που ταιριάζουν µε το σχήµα (Ε).  

 

 

6) Β) 10  

Υπάρχουν 10 τρίγωνα συνολικά, 

8 µικρά και 2 µεγάλα, όπως 

δείχνουν οι εικόνες  

 

 

7) Γ) 4  

Ένας τρόπος να σκεφτούµε είναι να πούµε ότι στον πρώτο κήπο τα δέντρα συνολικά είναι 

46+29+29=104. Στον πιο µικρό τα δέντρα συνολικά είναι 45+28+27=100. Οπότε ο πρώτος κήπος 

έχει 104-100=4 παραπάνω δέντρα. Ένας πιο εύκολος τρόπος να λύσουµε το πρόβληµα είναι να 

σκεφτούµε ότι ο πρώτος κήπος έχει 46-45=1 περισσότερη µηλιά, 29-28=1 περισσότερη αχλαδιά 

και 29-27=2 περισσότερες πορτοκαλιές. Οπότε έχει  1+1+2=4 περισσότερα δέντρα.  

 

8) Γ) 3 7 24 60× × ×  λεπτά   

Οι τρεις βδοµάδες είναι 3 7×  ηµέρες, οπότε είναι 3 7 24× ×  ώρες, που σηµαίνει ότι είναι 

3 7 24 60× × ×  λεπτά  της ώρας.  

  

9) Β) 30  

Το ένα καρβέλι ψωµί έχει 24 φέτες, οπότε το µισό καρβέλι έχει 12. Τα δυόµιση καρβέλια ψωµιού 

έχουν συνολικά 24+24+12=60 φέτες. Άρα µε δυόµιση καρβέλια  µπορούµε να φτιάξουµε 60:2=30 

σάντουιτς.   

 

10) ∆) 31  

Ο αριθµός 31 του πίνακα ισούται µε 14+17, που είναι αριθµοί στον πίνακα. Για να λύσουµε την ά-

σκηση, κάνουµε δοκιµές. ∆εν χρειάζεται να τις κάνουµε όλες. Για παράδειγµα ο πιο µεγάλος από 

τους αριθµούς στον πίνακα δε µπορεί να είναι προσθετέος αφού το άθροισµά του µε άλλον δίνει 

ακόµα µεγαλύτερο αριθµό, που φυσικά δεν βρίσκεται στον πίνακα.  Με άλλα λόγια, ελέγχουµε µό-
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νο τους µεγάλους αριθµούς, µέχρι που να διαπιστώσουµε αν γράφονται ή δεν γράφονται ως ά-

θροισµα άλλων αριθµών στον πίνακα.  

 

11) Ε) η Ελένη 

Οι απαντήσεις του Αντώνη, της Βάσως, της Γιάννας και του ∆ηµήτρη είναι σωστές. Για παράδειγµα 

το άθροισµα των ψηφίων του αριθµού είναι 3+2+5=10, δηλαδή η Γιάννα απάντησε σωστά. Από 

την άλλη η Ελένη έκανε λάθος γιατί το ψηφίο 2 του αριθµού δεν είναι µονός αριθµός (είναι ζυγός).    

 

12) Β)  
Το κοµµάτι που λείπει είναι το (Β), όπως δείχνει η ει-

κόνα (πρέπει να στραφεί για να συµπέσει µε τον υπό-

λοιπο καθρέφτη).   

 

 

 

13) ∆)  
1ος τρόπος: Αφού τα ψηφία που έσβησε η Άννα ήταν ίδια, η πρόσθεση ήταν µία από τις 

παρακάτω περιπτώσεις: 40+50, 41+51, 42+52, 43+53, 44+54, 45+55, 46+56, 47+57, 48+58 ή 

49+59. Κάνοντας τις προσθέσεις βλέπουµε ότι µόνο η περίπτωση του 47+57 δίνει 104, οπότε η 

απάντησή µας είναι ο 7.  

2ος τρόπος: Παρατηρούµε ότι το τελευταίο ψηφίο στο άθροισµα είναι 4. Αυτό σηµαίνει ότι 

προέρχεται είτε από 2+2=4 είτε από 7+7 =14 (που σηµαίνει 4 και 1 το κρατούµενο). Οπότε έχουµε 

να εξετάσουµε µόνο τις περιπτώσεις 42+52=94 και 47+57=104. Η σωστή απάντηση είναι η 

δεύτερη. 

3ος τρόπος: Ο πρώτος αριθµός αποτελείται από 4 δεκάδες και ο δεύτερος από 5 δεκάδες. Οι δυο 

µαζί αθροίζουν 4 5 9+ =  δεκάδες. Μέχρι το 104 απαιτούνται 104 90 14− =  µονάδες. Αυτές 

προέρχονται από τα δυο ίδια σβησµένα ψηφία. Εποµένως καθένα από τα ψηφία είναι το 14 : 2 7= .  

 

14) Α)  
Θα βρεθεί στο σηµείο µε το τραµ. Η εικόνα δείχνει την διαδροµή 

της.  

 

 

 

 

 

 

 
ΑΡΧΗ 
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15) ∆) η ∆ήµητρα           

Αφού η Άννα και η Βάσω γεννήθηκαν τον ίδιο µήνα και ο µόνος µήνας που αναφέρεται δύο φορές 

είναι ο Απρίλιος, σηµαίνει ότι η Άννα και η Βάσω γεννήθηκαν Απρίλιο. Αφού η Άννα και η Γωγώ 

γεννήθηκαν το ίδιο έτος και το µόνο έτος που αναφέρεται δύο φορές είναι το 2002, σηµαίνει ότι η 

Άννα και η Γωγώ γεννήθηκαν το 2002. Η ∆ήµητρα δεν αναφέρθηκε στις πληροφορίες που µας δί-

νει το πρόβληµα, οπότε δεν γεννήθηκε ούτε τον Απρίλιο (που γεννήθηκαν η Άννα και η Βάσω) ού-

τε το 2002 (που γεννήθηκαν η Άννα και η Γωγώ). Η µόνη ηµεροµηνία που δεν περιέχει ούτε Απρί-

λιο ούτε 2002 είναι ο Φεβρουάριος 2000. Άρα η ∆ήµητρα γεννήθηκε τον Φεβρουάριο του 2000, και 

συνεπώς είναι η πιο µεγάλη σε ηλικία. Αυτό απαντά στο πρόβληµα. Ας προσθέσουµε ότι µπορού-

µε να συµπεράνουµε τις ηµεροµηνίες γέννησης όλων. Πραγµατικά, από τα παραπάνω έπεται ότι η 

Άννα γεννήθηκε τον Απρίλιο του 2002. Επίσης, αφού η Βάσω γεννήθηκε τον ίδιο µήνα µε την Άν-

να, συµπεραίνουµε ότι γεννήθηκε τον Απρίλιο του 2001. Μένει η ηµεροµηνία Μάρτιος 2002 για την 

Γωγώ. 

 

16) ∆) η γιαγιά έχει 5 εγγόνια      

Αφού η γιαγιά έδωσε ίδιο αριθµό από καραµέλες στα εγγόνια της, σηµαίνει ότι οι 12 καραµέλες 

που µοίρασε διαιρούνται ακριβώς από τον αριθµό των εγγονών της. Οι αριθµοί 2, 3, 4 και 6 διαι-

ρούν ακριβώς το 12, όµως ο 5 δεν το διαιρεί. Οπότε αποκλείεται η γιαγιά να είχε 5 εγγόνια. Με άλ-

λα λόγια η πρόταση "η γιαγιά έχει 5 εγγόνια" είναι σίγουρα λάθος. 

 

17) Γ)  
Το σχήµα δείχνει πώς ταιριάζει το σχήµα (Γ) (κόκκινο) µε το αρχικό 

(πράσινο) για να φτιάξουν ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο. 

 

18) Γ) 4  

Με 2 από τα πλακάκια της αποκλείεται η Ελένη να φτιάξει τετράγωνο γιατί 

αυτό θα είχε 2 4 8× =  τετραγωνάκια αλλά µια τετράγωνη επιφάνεια απαι-

τεί 2 2 4× =  ή 3 3 9× =  ή 4 4 16× =  και λοιπά µικρά τετραγωνάκια. Πά-

ντως όχι 8. Για τον ίδιο λόγο δεν µπορεί να φτιάξει τετράγωνο µε 3 τέτοια 

πλακάκια γιατί τότε θα είχε ένα τετράγωνο µε 3 4 12× =  τετραγωνάκια, 

που δεν γίνεται. Ας δούµε λοιπόν την περίπτωση που θα χρησιµοποιήσει 

4 τέτοια τετραγωνάκια. Η εικόνα δείχνει ότι µπορεί να φτιάξει τετράγωνο. Οπότε η απάντηση στο 

πρόβληµα είναι 4.  

 

19) Β) 67  

Αφού το πλάτος του µαντιλιού είναι 36 εκατοστά και περιέχει 9 τετράγωνα, σηµαίνει ότι κάθε τετρά-

γωνο έχει πλευρά µε µήκος 36:9=4 εκατοστά. Το µήκος του µαντιλιού είναι 60 εκατοστά, οπότε στο 

µαντίλι υπάρχουν 60:4 = 15 στήλες. Οι στήλες είναι δύο ειδών. Είτε είναι όπως η πρώτη η οποία 
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έχει 4 φεγγάρια, ή είναι όπως η δεύτερη η οποία έχει 5 φεγγάρια. Οι στήλες που έχουν από 4 φεγ-

γάρια είναι οκτώ (συγκεκριµένα η 1η, η 3η , η 5η , η 7η, η 9η, η 11η, η 13η και η 15η) και τα φεγγάρια 

σε αυτές τις στήλες είναι συνολικά 

4 8 32× = . Επίσης, οι στήλες που έχουν 

από 5 φεγγάρια είναι οι υπόλοιπες 7,  µε 

σύνολο 5 7 35× =  φεγγάρια.  Όλα µαζί τα 

φεγγάρια είναι 32+35=67. Ένας παρεµφε-

ρής τρόπος να µετρήσουµε τα φεγγάρια 

είναι να τα µετρήσουµε κατά γραµµές. Θα 

βρούµε ότι υπάρχουν 5 γραµµές µε 7 φεγ-

γάρια η καθεµία, και 4 γραµµές µε 8 που 

δίνει, βέβαια, το ίδιο τελικό αποτέλεσµα.  

 

20) Ε) 64 τετραγωνικά χιλιόµετρα 

1ος τρόπος: Η κίτρινη τετράγωνη περιοχή έχει επιφάνεια 1  τετραγωνικό 

χιλιόµετρο οπότε αυτό µαζί µε τις τρεις γειτονικές του περιοχές (πράσινες 

στο πάνω σχήµα) έχουν επιφάνεια 4 τετραγωνικά χιλιόµετρα. Τα τελαυταία 

µαζί µε τις τρείς γειτονικές τους περιοχές  (κόκκινες στο σχήµα) έχουν 

επιφάνεια 4 4 16× =  τετραγωνικά χιλιόµετρα, οπότε το µεγάλο χωράφι έχει 

επιφάνεια έχει 4 16 64× = τετραγωνικά χιλιόµετρα.  

2ος τρόπος: Χωρίζουµε το µεγάλο χωράφι σε µικρές τετράγωνες περιοχές, 

ίσες µε την κίτρινη, όπως φαίνεται στο κάτω σχήµα. Θα διαπιστώσουµε ότι οι 

µικρές περιοχές είναι 8 8 64× =  το πλήθος. Οπότε η συνολική επιφάνεια 

είναι 64 1 64× =  τετραγωνικά χιλιόµετρα.  

 

21) ∆) 5  

Αφού ο Σωκράτης θέλει να ταχυδροµήσει τα 48 βιβλία σε όσο γίνεται λιγότερα πακέτα, σηµαίνει ότι 

πρέπει να χρησιµοποιήσει πακέτα µε όσο γίνεται πιο πολλά βιβλία.  Πακέτα των 10 βιβλίων µπορεί 

να φτιάξει το πολύ 4. Με 4 όµως πακέτα χρησιµοποιεί 4 10 40× =  βιβλία, δηλαδή περισσεύουν 48-

40-8. Αλλά τα 8 αυτά βιβλία δεν µπορεί να τα κάνει πακέτα των 5 ή 9, οπότε αποκλείεται να κάνει 4 

πακέτα των 10. Ας δούµε αν µπορεί 3 πακέτα των 10. Τα 3 αυτά χρησιµοποιούν 3 10 30× = βιβλία, 

οπότε περισσεύουν 48-30 = 18. Σε αυτή την περίπτωση µπορεί να χρησιµοποιήσει 18:9=2 από τα 

πακέτα του αµέσως πιο µικρού µεγέθους, δηλαδή των 9. Συµπέρασµα, ο Σωκράτης θα φτιάξει 3 

πακέτα των 10 και 2 των 9 βιβλίων. Σύνολο 3+2=5 πακέτα. Πιο λίγα δεν γίνεται αφού χρησιµοποί-

ησε όσο γίνεται µεγαλύτερα πακέτα.  

 

22) Ε) 5  

1ος  τρόπος.  Τα 20 παιδιά της τάξης έχουν σκυλάκι, οπότε τα 30 20 10− =  δεν έχουν σκυλάκι 

60 εκατοστά 

36
 ε
κα

το
στ
ά 
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111 
101 + 
    1 
213 

 (δηλαδή έχουν γατάκι αλλά όχι σκυλάκι). Τα 15 παιδιά της τάξης έχουν γατάκι, οπότε τα 

30 15 15− =  δεν έχουν γατάκι (δηλαδή έχουν σκυλάκι και όχι γατάκι). Συµπεραίνουµε ότι 

10 15 25+ =  παιδιά έχουν είτε σκυλάκι είτε γατάκι αλλά όχι και τα δύο. Άρα τα υπόλοιπα 

30 25 5− =  έχουν και τα δύο.  

2ος  τρόπος.  Τα παιδιά που δεν έχουν σκυλάκι είναι 30 20 10− = . Αφού όλα τα παιδιά έχουν γα-

τάκι ή σκυλάκι, σηµαίνει ότι τα 10 παιδιά που δεν έχουν σκυλάκι, σίγουρα έχουν γατάκι. Όµως τα 

παιδιά που έχουν γατάκι είναι 15. Αν από αυτά αφαιρέσουµε τα 10 που δεν έχουν σκυλάκι, µένουν 

15 10 5− =  παιδιά. Αυτά έχουν και γατάκι και σκυλάκι. Η παρακάτω εικόνα δείχνει σχηµατικά τι 

έχουν τα 30 παιδιά της τάξης.  
 

 

 

 

23) ∆) 7  

Αφού το γινόµενο του αριθµού επί 5 είναι διψήφιος, σηµαίνει ότι ο αριθµός που σκέφτηκε ο ∆ιόφα-

ντος ήταν κάτω από τον 20 (γιατί 20 5 100× =  που είναι τριψήφιος). Άρα οι πιθανοί διψήφιοι αριθ-

µοί που έγραψε ο ∆ιόφαντος είναι οι 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 και 19. Από αυτούς µόνο ο 

17 έχει άθροισµα ψηφίων ίσο µε 8. Οπότε ο ∆ιόφαντος σκέφτηκε τον 17, του οποίου το γινόµενο 

των ψηφίων είναι 1 7 7× = .  

 

24) Α) 1  

Αφού το άθροισµα των ψηφίων των µονάδων είναι 3=1+1+1, σηµαίνει ότι και οι τρεις 

αριθµοί έχουν 1 ως ψηφίο µονάδων. ∆ηλαδή οι τρεις αριθµοί έχουν, γενικά, τη µορφή 

**1 ή *1 ή 1 όπου τα * είναι 0 ή 1. Αφού στο άθροισµα των δεκάδων δεν έχουµε 

κρατούµενα (το άθροισµα είναι το πολύ 3), και οι εκατοντάδες έχουν άθροισµα 2, 

σηµαίνει ότι δύο από τους αριθµούς έχουν ως ψηφίο των εκατοντάδων το 1 και είναι της µορφής 

1*1. Τέτοιοι αριθµοί είναι µόνο δύο, ο 111 και 101. Επειδή, σύµφωνα µε το πρόβληµα, οι τρεις α-

ριθµοί είναι διαφορετικοί, σηµαίνει ότι ο ένας είναι ο 111 και ο άλλος ο 101. Το άθροισµα τους είναι 

111+101=212, οπότε ο τρίτος αριθµός είναι ο 1, για να είναι το άθροισµα 213. Με άλλα λόγια οι 

αριθµοί που έγραψε το καγκουρό είναι οι 111, 101 και 1, που σηµαίνει ότι ο πιο µικρός είναι ο 1. 

 
                                       

 
1) Ε) 6  

Η µηχανή θα κάνει τις προσθέσεις όπως δείχνει το 

σχήµα. Η µία θα είναι η 2+0=2, µία δεύτερη είναι 

1+3=4. Αφού βρει αυτά τα αποτελέσµατα, προσθέτει 

2+4=6.   

Γ  Γ  Γ  Γ  Γ Γ  Γ  Γ  Γ  Γ  Γ  Γ   Γ   Γ   Γ  
1  2  3  4  5  6  7  8  9  10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
                                      Σ   Σ  Σ   Σ   Σ   Σ   Σ  Σ  Σ   Σ   Σ   Σ   Σ   Σ  Σ   Σ   Σ   Σ  Σ   Σ  Σ
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2) Ε) 20  

Το 9 υπάρχει µόνο στους αριθµούς 9, 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 

98, 99. Μετρώντας θα διαπιστώσουµε ότι υπάρχουν 20 εννιάρια (µη ξεχάσετε τα δύο εννιάρια στο 

99).    

 

3) ∆) 10000  

Η ιδέα είναι να αποφύγουµε να κάνουµε πολλές πράξεις άσκοπα. Αντί να πολλαπλασιάσουµε τα 

νούµερα µε τη σειρά που δίνονται, είναι πιο απλό να πάρουµε ένα 2 και ένα 5 τη φορά. Θα το κά-

νουµε αυτό 4 φορές, όσο δηλαδή είναι το πλήθος από τα δυάρια και, επίσης, από τα πεντάρια. Με 

αυτή τη σκέψη έχουµε  2 5 10× = , τέσσερις φορές. Η τελική απάντηση είναι 

10 10 10 10 10000× × × = .  

 

4) Γ) 7  

Χρειάζονται 7 µικροί κύβοι για να συµπληρωθεί το αριστερό σχήµα. Στην 

εικόνα  φαίνονται µε κόκκινο οι κύβοι που λείπουν.   

   

5) Ε) κανένα από τα προηγούµενα 

Ο µεγαλύτερος διψήφιος αριθµός στον οποίο αν προσθέσουµε 50 το αποτέλεσµα είναι πάλι διψή-

φιος, είναι ο 49. Πράγµατι 49+50=99 (διψήφιος) ενώ αν πάρουµε αριθµό µεγαλύτερο από 49, δη-

λαδή από 50 και πάνω, το άθροισµα είναι τουλάχιστον 50+50=100, δηλαδή όχι διψήφιος. Οπότε 

από τις απαντήσεις που δίνονται, καµία από τις (A) 40 , (B) 30, (Γ) 50 και (∆) 99  δεν είναι η σω-

στή απάντηση. Άρα το σωστό είναι το (E). 

 

6) Γ) 19  

Από τα 10 κοµµάτια που έκοψε ο Γιάννης την πρώτη φορά, τα 9 τα άφησε απείρακτα. Το δέκατο το 

έκανε 10 µικρότερα κοµµάτια. Οπότε τώρα έχει 9 +10=19 κοµµάτια χαρτί. Η εικόνα που ακολουθεί 

δείχνει όλα τα κοµµάτια.  

 

 

 

 

7) Γ) 800 µέτρα 

Το 1
8

 της απόστασης από την Λητώ στη Νιόβη είναι 100 µέτρα. Άρα όλη η απόσταση είναι 

8 100 800× = µέτρα.  

 

8) Β)  
Μετρώντας την περίµετρο κάθε σχήµατος θα διαπιστώσουµε ότι τα (Α), (Γ), (∆) και (Ε) έχουν περί- 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 
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µετρο 18 µονάδες, ενώ το (Β) έχει 20. Οπότε η απάντηση είναι το (Β). Ας παρατηρήσουµε ότι µπο-

ρούµε να φτάσουµε στο ίδιο συµπέρασµα χωρίς να µετρήσουµε τις περιµέτρους, που είναι µία σχε-

τικά χρονοβόρα διαδικασία. Απλά συγκρίνουµε τις περιµέτρους των σχηµάτων µε την περίµετρο 

του πλαισίου που τα περικλείει. Θα διαπιστώσουµε. µε σύγκριση και όχι µε µέτρηση, ότι τα σχήµα-

τα (Α), (Γ), (∆) και (Ε) έχουν ίση περίµετρο µε του πλαισίου. Για παράδειγµα το σχήµα (Α), το κόκ-

κινο τµήµα του στην παρακάτω εικόνα είναι ίσο µε το κόκκινο τµήµα του πλαισίου. Το ίδιο και το 

πράσινο τµήµα. Με ίδιο τρόπο εξετάζουµε τα υπόλοιπα σχήµατα. Θα διαπιστώσουµε ότι το (Β) έχει 

µεγαλύτερη περίµετρο (οι γαλάζιες γραµµές περισσεύουν).  

 

 

 

 

 

 

9) Β) 4  

Μία από τις πολλές διαδροµές του Τηλέµαχου έχει 4 δε-

ξιές στροφές, όπως δείχνει η εικόνα. Παρατηρούµε ότι 

δεν υπάρχει διαδροµή µε 3 δεξιές στροφές γιατί αυτές 

θα έφερναν τον προσανατολισµό του, διαδοχικά,      

προς  →↓←   ενώ θέλουµε να καταλήξει σε ↑ . Άρα ο 

ελάχιστος αριθµός δεξιών στροφών είναι 4. 

 

 

 

10) Ε) 40  

Κάθε χρόνο το άθροισµα των ηλικιών των τριών παιδιών αυξάνει κατά 1+1+1=3 χρόνια. Σε τρία 

χρόνια θα αυξηθεί κατά 3 3 9× =  χρόνια, οπότε το άθροισµά τους θα γίνει 31+9=40.    

 

11) Β) 4  

Ο ευκολότερος τρόπος να εργαστούµε είναι µε δοκιµές. Παρατηρούµε ότι δοκιµές 11 1 11× = , 

22 2 44× = , 33 3 99× =  αποτυγχάνουν ενώ η 44 4 176× =  δίνει τη σωστή απάντηση.  Οπότε λεί-

πει το ψηφίο 4. ∆εν χρειάζεται να κάνουµε άλλες δοκιµές γιατί για ψηφία Ν µεγαλύτερα του 4, το 

γινόµενο ΝΝ Ν× είναι µεγαλύτερο του 44 4 176× = , οπότε σίγουρα δεν ισούται µε 176.  

 

12) Β) 11:50 

Αφού τη πρώτη φορά το κουδούνι χτύπησε στις 11:05, σηµαίνει ότι την δεύτερη χτύπησε στις 

11:05+15=11:20, την τρίτη στις 11:20+15=11:35 και την τέταρτη στις 11:35+15=11:50.   Γλυτώνου-

µε τις πράξεις αν σκεφτούµε ότι την τέταρτη φορά το κουδούνι χτύπησε τρεις ακόµη φορές µετά 

(Α)                            (Β)                                (Γ)                            (∆)                       (Ε) 

Α  
 

Β  
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την πρώτη. ∆ηλαδή χτύπησε 3 15 45× = λεπτά αργότερα, που σηµαίνει ότι η ώρα ήταν 

11:05+0:45= 11:50.   

 

13) Ε) 9  

Ο ζωγράφος µπορεί να σχεδιάσει 9 περιοχές, όπως δείχνει το σχήµα. Είναι µία σε 

κάθε κορυφή (4+4=8) και µια κοινή στα δύο τετράγωνα (η γαλάζια περιοχή στο 

σχήµα).  

 

14) ∆) 80 

1ος τρόπος. Οι διψήφιοι που έχουν άθροισµα ψηφίων ίσο µε το 8  είναι οι 17, 26, 35, 44, 53, 62, 

71 και 80. Ο πιο µεγάλος είναι ο τελευταίος, δηλαδή ο 80. 

2ος τρόπος. Αφού θέλουµε όσο γίνεται πιο µεγάλο διψήφιο µε άθροισµα ψηφίων 8, επιλέγουµε το 

ψηφίο των δεκάδων να είναι όσο γίνεται πιο µεγάλο. Στη περίπτωσή µας, 8. Συµπληρώνουµε τώρα 

το ψηφίο των µονάδων έτσι ώστε το άθροισµα των ψηφίων να είναι 8. Μας λείπει το 0, οπότε ο α-

ριθµός που ψάχνουµε είναι ο 80.  

 

15) Γ) 4  

Ο 21 έχει την ιδιότητα να είναι πολλαπλάσιο του ψηφίου των µονάδων του αφού 21 21 1= × .  Το 

ίδιο και ο 22 αφού 22 11 2= × . Αντίθετα ο 23 δεν έχει την ιδιότητα αφού ο 23 δεν είναι πολλαπλά-

σιο του 3. Εξετάζοντας έναν έναν τους αριθµούς µέχρι και τον 29, θα διαπιστώσουµε ότι οι µόνοι 

από τους υπόλοιπους που έχουν την ιδιότητα είναι οι 24 6 4= × και 25 5 5= × . Αντίθετα ο 26 δεν 

είναι πολλαπλάσιο του 6, ο 27 δεν είναι πολλαπλάσιο του 7, ο 28 δεν είναι του 8 και ο 29 δεν είναι 

του 9.  Συνοψίζοντας, οι αριθµοί από τον 21 µέχρι και τον 29 µε την ιδιότητα είναι τέσσερις, οι 21, 

22, 24 και 25. 

 

16) Β) 
Το σχήµα δείχνει πώς το αρχικό (κόκκινο χρώµα) µαζί µε το (Β) (πορτοκαλί χρώµα) 

µπορούν να ταιριαστούν ώστε να σχηµατίσουν ορθογώνιο παραλληλόγραµµο.  

 

17) ∆) 8 κιλά     

Αφού το ένα από τα σκυλάκια που έµειναν ζυγίζει όσο όλα τα άλλα µαζί, αυτό πρέπει να είναι το 

πιο βαρύ από αυτά που έµειναν. Αναρωτιόµαστε τώρα αν θα µπορούσε να είχε φύγει το σκυλάκι 

που ζυγίζει 1 κιλό. Τότε το άθροισµα των κιλών των υπολοίπων εκτός από το πιο βαρύ είναι 

4+7+8=19 κιλά. Αυτό δεν είναι το βάρος του βαρύτερου, οπότε αποκλείεται να έφυγε το σκυλάκι 

που ζυγίζει 1 κιλό. Όµοια αποκλείεται να έφυγε το σκυλάκι των 4 κιλών γιατί 1 7 8 12+ + ≠ . Ούτε το 

σκυλάκι των 7 κιλών δεν µπορεί να είναι αυτό που έφυγε γιατί 1 4 8 12+ + ≠ . Η περίπτωση αλλάζει 

όταν εξετάσουµε το σκυλάκι των 8 κιλών. Αφού 1 4 7 12+ + = , η περίπτωση αυτή είναι δεκτή. Μένει 

να εξετάσουµε άλλη µία περίπτωση, αυτή που έφυγε το σκυλάκι των 12 κιλών. Τώρα το πιο βαρύ 
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είναι αυτό των 8 κιλών, αλλά 1 4 7 8+ + ≠ οπότε η περίπτωση αυτή αποκλείεται. Για να συνοψίσου-

µε, µόνο η περίπτωση που έφυγε  το σκυλάκι των 8 κιλών ταιριάζει στις υποθέσεις του προβλήµα-

τος, και είναι η απάντηση που ζητάµε.   

 

18) Γ) 4  

 

 

 

 

 

 

Το κουτί αποτελείται από 20 τετράγωνα και τα σοκολατάκια της Άννας από 4, οπότε θα χωρέσουν 

το πολύ 20:4=5 σοκολατάκια. Όµως, όπως και αν τα τοποθετήσουµε, δεν χωράνε 5 σοκολατάκια, 

γιατί η τοποθέτησή τους στο κουτί σηµαίνει ότι δεν περισσεύει κανένα άδειο τετραγωνάκι. Έτσι το 

γαλάζιο και το κόκκινο σοκολατάκι µπαίνουν υποχρεωτικά όπως στο σχήµα αριστερά (ή τις πα-

ραλλαγές του κοιτώντας το συµµετρικό σχήµα). Τα επόµενα δύο σοκολατάκια µπαίνουν όπως δεί-

χνουν τα δύο σχήµατα. αλλά µετά από αυτά δεν χωράει άλλο. Ο µεγαλύτερος αριθµός από σοκο-

λατάκια που χωράνε είναι 4. Η αριστερή και η µεσαία εικόνα δείχνουν δύο τρόπους (υπάρχουν και 

οι συµµετρικοί τους) να τοποθετηθούν 4 σοκολατάκια στο κουτί. Υπάρχει και ένας ενδιαφέρον δια-

φορετικός συλλογισµός που δείχνει ότι δεν χωράνε 5 σοκολατάκια. Είναι ο εξής: Βάφουµε τα τε-

τραγωνάκια του κουτιού µε δύο χρώµατα, µαύρο και άσπρο, όπως µία σκακιέρα. Η εικόνα δεξιά 

είναι µία τέτοια βαφή. Συνολικά τα µαύρα τετραγωνάκια είναι 10 και τα άσπρα άλλα 10. Παρατη-

ρούµε ότι τα σοκολατάκια της Άννας, όπως και αν τοποθετηθούν, καλύπτουν είτε 1 είτε 3 µαύρα 

τετραγωνάκια γιατί το σχήµα τους είναι της µορφής: .  Αν χωρούσαν 5 σοκολατάκια, τότε 

τα µαύρα τετραγωνάκια που θα κάλυπταν θα ήταν ένας από τους αριθµούς 3+3+3+3+3=15 ή 

3+3+3+3+1=13 ή 3+3+3+1+1=11  ή 3+3+1+1+1=9 ή 3+1+1+1+1=7 ή 1+1+1+1+1=5. Όµως κανέ-

νας από αυτούς τους αριθµούς δεν είναι ίσος µε τον αριθµό 10 των µαύρων τετραγώνων στο κουτί. 

Συµπεραίνουµε ότι δεν γίνεται να τοποθετηθούν 5 σοκολατάκια στο κουτί. 

 

19) ∆) 
Η Άρτεµις ξεκίνησε στις 1:30 και έφτασε στις 3:30, δηλαδή δύο ώρες αργότε-

ρα. Οι δύο ώρες αντιστοιχούν σε 120 λεπτά, οπότε το 1/3 της διαδροµής είναι 

120:3 = 40 λεπτά αργότερα από τη στιγµή που ξεκίνησε.  Οπότε βρισκόταν 

σε αυτό το σηµείο στις 1:30 + 0:40 = 2:10, που σηµαίνει ότι ο λεπτοδείκτης 

έδειχνε προς το 2.  

 

20) Γ) 20 χιλιόµετρα         

Αφού Α∆ = 150 και ΑΓ = 70, σηµαίνει ότι Γ∆= 150-70=80 χιλιόµετρα. Οπότε αφού Β∆ = 100 και, 
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 όπως είδαµε, Γ∆ = 80, συµπεραίνουµε ότι ΒΓ = Β∆ –Γ∆ = 100-80 = 20 χιλιόµετρα.  

 

21) Β)  
Όταν κοιτάξουµε από τη βορινή πλευρά το ψηλό τετραώροφο κτήριο που τώρα φαίνεται στο πάνω 

αριστερά µέρος της αεροφωτογραφίας, θα το δούµε στο δεξί µας χέρι. ∆ίπλα του είναι ένα κτήριο 

δύο ορόφων και µετά ένα τριών. Επίσης, πίσω από τα κτήριά µας, όπως κοιτάµε από τη βορινή 

πλευρά, δεν υπάρχει ψηλότερο κτήριο ώστε να φαίνεται το πάνω του µέρος. Συµπεραίνουµε ότι 

από την βορινή πλευρά και από δεξιά προς αριστερά βλέπουµε κτήρια 4, 2 και 3 ορόφων, αντί-

στοιχα. Άρα η σωστή εικόνα είναι η (Β).  

 

22) Γ) η Χρουχρού 

Αφού η Ασπρούλα και η Χρουχρού γέννησαν µαζί 4 γατάκια, αλλά όχι το ίδιο πλήθος, η µια τους 

γέννησε 1 και η άλλη 3 γατάκια. Αν η Ασπρούλα γέννησε τα 3 γατάκια, τότε αφού µαζί µε την Ψιψί-

να γέννησαν 6 θα έπρεπε και η Ψιψίνα να γέννησε 3 γατάκια, δηλαδή όσα η Ασπρούλα, που δεν 

είναι δυνατόν. Εποµένως 3 γατάκια γέννησε η Χρουχρού. Συνοψίζοντας, η Χρουχρού γέννησε 3, η 

Ασπρούλα 1 και η Ψιψίνα 5 γατάκια. 

 

23) ∆) 8  

Το µεγαλύτερο δυνατό άθροισµα µε τρεις µονοψήφιους είναι το 9+9+9=27. Το άθροισµα των αριθ-

µών του Αρχιµήδη είναι 26, δηλαδή 1 λιγότερο από το 27. Ο µόνος τρόπος να γραφεί το 26 ως ά-

θροισµα τριών µονοψήφιων είναι να µικρύνουµε κατά 1 κάποιο από τα εννιάρια, δηλαδή να γρά-

ψουµε 26=9+9+8. Κάθε άλλο άθροισµα είναι λιγότερο από 26, για παράδειγµα το 9+8+8=25. Συ-

µπεραίνουµε ότι ο Αρχιµήδης έγραψε τους αριθµούς 9, 9, 8 που σηµαίνει ότι ο πιο µικρός είναι ο 8.  

 

24) ∆) 30  

Ο αρχικός κύβος έχει 6 έδρες. Η αφαίρεση ενός µικρού κύβου από κάποια κορυφή αυξάνει τις έ-

δρες κατά τρεις. Αφού οι κορυφές είναι 8, θα έχουµε συνολικά 8 3 24× =  νέες έδρες. Συµπεραί-

νουµε ότι  το σύνολο των εδρών του σχήµατος είναι 6+24=30. Άλλος τρόπος να σκεφτούµε είναι να 

δούµε τον κοµµένο κύβο «κατά πρόσωπο». Τώρα βλέπουµε 5 έδρες του, µία µεγάλη σε σχήµα 

σαν σταυρό και τέσσερις µικρές που βρίσκονται λίγο πιο πίσω. Επειδή έχουµε 6 τέτοιες «κατά 

πρόσωπο» εικόνες, συνολικά οι έδρες που θα δούµε είναι 6 5 30× = .  
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25) Γ) 
1ος τρόπος: Στο σχήµα αριστερά 

έχουµε βάψει µε µαύρο χρώµα τα 

τετράγωνα που περιέχουν κουκ-

κίδα, για να είναι πιο ορατή η κα-

τάσταση. Το σχήµα (Γ) µπορεί να 

τοποθετηθεί έτσι ώστε να καλύπτει πέντε κουκκίδες, όπως φαίνεται στο 

σχήµα δεξιά. Όλα τα άλλα σχήµατα καλύπτουν το πολύ 4 κουκκίδες. Αυτό µπορούµε να το διαπι-

στώσουµε µε δοκιµές αλλά ένας ενδιαφέρον συλλογισµός που το δείχνει αυτό χωρίς να κάνουµε 

δοκιµές είναι ο εξής (δείτε το πρόβληµα 17 για έναν παρόµοιο συλλογισµό): Παρατηρούµε ότι ο-

ποιαδήποτε δύο µαύρα τετράγωνα δεν έχουν κοινή πλευρά. Κάθε ένα από τα σχήµατα (Α), (Β), (∆) 

και (Ε), όταν τοποθετηθούν στο ασπρόµαυρο τετράγωνο αριστερά, καλύπτει µερικά άσπρα και µε-

ρικά µαύρα τετράγωνα. Εξετάζοντας όµως τα σχήµατα αυτά διαπιστώνουµε ότι καλύπτουν το πολύ 

4 µαύρα τετράγωνα γιατί αν χρωµατίσουµε σωστά τους µικρούς κύκλους στα σχήµατα, βλέπουµε 

ότι µερικοί από αυτούς είναι υποχρεωτικά άσπροι (όσοι βρίσκονται στην διπλανή θέση οριζόντια ή 

κάθετα σε µαυρισµένο κύκλο). Με κάθε τέτοιο χρωµατισµό των σχηµάτων (για το καθένα υπάρ-

χουν ακριβώς δύο) οι µαυρισµένοι κύκλοι είναι το πολύ 4, εκτός της περίπτωσης του σχήµατος (Γ) 

που είναι 5.  

2ος τρόπος: ∆υο οριζόντιοι ή κατακόρυφοι κόκκινοι κύκλοι στα σχήµατα έχουν απόσταση όσο δύο 

διαδοχικά κέντρα µικρών τετραγώνων του µεγάλου τετραγώνου ή περισσότερο. Παρατηρούµε ότι 

δυο κουκίδες δεν βρίσκονται σε δύο διαδοχικά (οριζόντια ή κατακόρυφα) µικρά τετράγωνα. Έτσι το 

σχήµα (Α) από τους τρεις κύκλους που έχει στις δυο οριζόντιες γραµµές ένας από τους κύκλους 

στην κάθε γραµµή αποκλείεται να καλύψει κουκίδα. ∆ηλαδή το σχήµα (Α) το πολύ να καλύψει 4 

κουκίδες. Το ίδιο συµβαίνει µε το σχήµα (Β). Το (Γ) µπορεί να καλύψει καταρχήν 5 κουκίδες και µε 

έλεγχο βρίσκουµε ότι πράγµατι καλύπτει ακριβώς 5 κουκίδες. Το (∆) θα µπορούσε να καλύπτει 2 

κουκίδες µε την πρώτη γραµµή (οι δυο ακραίοι κύκλοι), 2 µε τη δεύτερη (πάλι οι δυο ακραίοι) και 1 

κουκίδα από την τρίτη γραµµή. Κοιτώντας κατακόρυφα αυτή η επιλογή περιορίζει σε 3 τις καλυ-

πτόµενες κουκίδες. Το σχήµα (Ε) µπορεί να καλύψει το πολύ 3 κουκίδες.  
 

26) Γ) 5  

Εφόσον στο πρώτο ηµίχρονο µπήκαν 6 γκολ και κέρδιζε η οµάδα των Πιγκουίνων, σηµαίνει ότι τα 

πιθανά σκορ µέχρι εκείνη τη στιγµή ήταν είτε 6-0, ή 5-1 ή 4-2 υπέρ τους. Όλες οι άλλες εκδοχές, 

όπως οι 3-3 ή 2-4 και λοιπά, αποκλείονται γιατί δίνουν ισοπαλία ή ότι κερδίζει η άλλη οµάδα στο 

πρώτο ηµίχρονο. Τώρα, αποκλείεται το σκορ να ήταν 6-0 ή 5-1 γιατί τα τρία γκολ που µπήκαν στο 

δεύτερο ηµίχρονο δεν αρκούν για να κερδίσει τελικά η οµάδα των Καγκουρό. Άρα το σκορ στο 

πρώτο ηµίχρονο ήταν 4-2. Εφόσον τελικά κέρδισαν τα Καγκουρό, σηµαίνει ότι τα 3 γκολ του δεύτε-

ρου ηµιχρόνου τα έβαλαν αυτοί (αν είχαν βάλει λιγότερα, δεν θα έφταναν για να κερδίσουν). Άρα η 

οµάδα των Καγκουρό έβαλε συνολικά 5 γκολ, από τα οποία τα 2 στο πρώτο ηµίχρονο και τα 3 στο 

δεύτερο.  
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27) ∆) 7  

1ος τρόπος: Στα γειτονικά τετράγωνα του πάνω αριστερού 

τετραγώνου (τα κίτρινα στο σχήµα) µπορεί να µπει είτε ο α-

ριθµός 2 είτε ο 4. Αν έµπαινε ο 2 σε κάποια από αυτά τότε οι 

γειτονικοί τους (πορτοκαλί τετράγωνα στον αριστερό πίνακα) 

θα ήσαν το πολύ 2+1=3 (θα µπορούσε να είναι και 1 =2-1). Για τον ίδιο λόγο στα κόκκινα τετράγω-

να οι αριθµοί θα ήσαν το πολύ 4, στα πράσινα το πολύ 5, στα γαλάζια το πολύ 6 και στο µπλε κά-

τω δεξιά, το πολύ 7. ∆ηλαδή ο αριθµός 9 δεν θα εµφανιζόταν στον πίνακα, αντίθετα από ότι δηλώ-

νει το πρόβληµα. Οπότε αυτή η περίπτωση αποκλείεται. Άρα ο αριθµός στα κίτρινα τετράγωνα 

πρέπει να είναι ο 4.  Με όµοιο συλλογισµό καταλήγουµε ότι υπάρχει µόνο ένας τρόπος να συ-

µπληρωθεί ο πίνακας ώστε να υπάρχει και κάποιο 9. Ο τρόπος αυτός φαίνεται στον δεξιό πίνακα. 

Βλέπουµε τώρα ότι οι διαφορετικοί µεταξύ τους αριθµοί που εµφανίζονται στον πίνακα είναι 7 και 

συγκεκριµένα οι 3, 4, 5, 6, 7, 8 και 9. 

2ος τρόπος: Εφόσον στον πίνακα υπάρχουν οι αριθµοί 3 και 9 και µεταξύ δύο τετραγώνων µε κοι-

νή πλευρά οι αριθµοί διαφέρουν κατά 1, στον πίνακα πρέπει να εµφανίζονται 

και όλοι οι ενδιάµεσοι αριθµοί, δηλαδή οι 4, 5, 6, 7, 8. Μαζί µε τους 3, 9 δίνουν 

7 διαφορετικούς αριθµούς που πρέπει να περιέχει ο πίνακας. Στο σχήµα δεξιά 

βλέπουµε πώς µπορούν να τοποθετηθούν αυτοί οι αριθµοί. Ο πίνακας τώρα 

συµπληρώνεται εύκολα και µάλιστα µε µοναδικό τρόπο. 
 

28) Β) 6  

Το τριπλάσιο των µήλων της Αθηνάς είναι τα µήλα που έκοψε η Ήρα. Η διαφορά τους είναι 12 µή-

λα. Όµως η διαφορά αυτή είναι το διπλάσιο των µήλων της Αθηνάς. Οπότε τα µήλα που έκοψε η 

Αθηνά είναι 12:2 = 6. Επαλήθευση: Αν η Αθηνά έκοψε 6 µήλα τότε η Ήρα έκοψε  3 6 18× = . Η δι-

αφορά τους είναι 18-6=12, όπως µας ζητά το πρόβληµα.  

 

 

 
 
 
 
 

29) Β) 4  

Από τις 15 αγριόπαπιες οι 7 

έχουν καφετί χρώµα. Περισ-

σεύουν 15-7=8 αγριόπαπιες. 

Στη χειρότερη περίπτωση και 

οι 8 αυτές έχουν πράσινο 

3 2 3 4 

2 3 4 5 

3 4 5 6 

4 5 6 7 

3 4 5 6

4 5 6 7

5 6 7 8

6 7 8 9

Αθηνά 

Ήρα 

3 4 

5 6

 7 8

9
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ράµφος. Εποµένως υπάρχουν  άλλες 12-8 = 4 µε πράσινο ράµφος. Οπότε αυτές οι 4 σίγουρα συ-

γκαταλέγονται στις αγριόπαπιες µε καφετί χρώµα. Άρα τουλάχιστον 4 αγριόπαπιες έχουν οπωσ-

δήποτε και καφετί χρώµα και πράσινο ράµφος.  

 

30) Α) Το διαµάντι του Αρφ είναι πράσινο  

Αν το διαµάντι του Αρφ ήταν κόκκινο τότε, επειδή είπε ψέµατα όταν έλεγε «το δικό µου διαµάντι 

έχει το ίδιο χρώµα µε του Βαρ», σηµαίνει ότι το διαµάντι του Βαρ θα ήταν πράσινο. Αφού ο Βαρ 

είπε ψέµατα λέγοντας «το δικό µου διαµάντι έχει το ίδιο χρώµα µε του Γορ», συµπεραίνουµε ότι ο 

Γορ θα είχε κόκκινο διαµάντι. Με άλλα λόγια θα είχαµε την κατάσταση Αρφ/κόκκινο, Βαρ/πράσινο 

και Γορ/κόκκινο.  Αλλά τότε θα είχε πει την αλήθεια ο Γορ, ο οποίος ισχυρίστηκε «ακριβώς δύο από 

εµάς έχουν κόκκινα διαµάντια». Τελικά ο Αρφ δεν µπορεί να είχε κόκκινο διαµάντι, που σηµαίνει ότι 

είχε πράσινο. Με παρόµοιο συλλογισµό όπως πριν συµπεραίνουµε ότι τότε έχουµε την κατάσταση 

Αρφ/πράσινο, Βαρ/κόκκινο και Γορ/πράσινο, που ταιριάζει µε τους ψευδείς ισχυρισµούς των πει-

ρατών. Από τις απαντήσεις στο πρόβληµα βλέπουµε τώρα ότι η σωστή είναι η (Α). 

 
                                       
 

1) ∆) 6  

Η κάθε κόκκινη περιοχή είναι παραλληλόγραµµο. Αν φέρουµε τις διαγω-

νίους τους, σχηµατίζονται 9 ισόπλευρα τρίγωνα που είναι ίσα µεταξύ τους 

(η κάθε πλευρά τους είναι το 1
3

 της πλευράς του µεγάλου) εµβαδού 1. 

Μετρώντας διαπιστώνουµε ότι η κόκκινη περιοχή έχει εµβαδόν 6.  

 

2) ∆) 55  

Η ιδέα είναι να µη κάνουµε τις πράξεις από την αρχή αλλά να χρησιµοποιήσουµε την πληροφορία 

1111 11
101

= . Έχουµε 3333 3 1111 3 11 33
101 101

⋅
= = ⋅ =  και 4444 4 1111 2 11 22

202 2 101
= ⋅ = ⋅ = . Άρα η ζητού-

µενη παράσταση ισούται 33+22=55.  

 

3) Γ) 2187  

Ο µεγαλύτερος τετραψήφιος αριθµός που γράφεται µε τα ψηφία 2, 0, 1, 3 είναι ο 3210. Ο µικρότε-

ρος είναι ο 1023. Προσοχή εδώ: ο µικρότερος δεν είναι ο 0123 που µπορεί να νοµίσει κανείς γιατί 

οι τετραψήφιοι δεν ξεκινούν από 0. Το µικρότερο επιτρεπτό πρώτο ψηφίο είναι το 1. Έτσι η διαφο-

ρά του µικρότερου από τον µεγαλύτερο είναι 3210 – 1023 = 2187. 

 

4) Α) 35 κιλά  

Επειδή 7+193 =200 σηµαίνει ότι σε 200 κιλά θαλασσινό νερό, τα 7 θα είναι αλάτι και τα 193 είναι 

καθαρό νερό. Στα 1000 = 5 200⋅ κιλά, το  αλάτι θα είναι 5 7 35⋅ = κιλά.  

Επίπεδο 3 –  (Α' και Β' Γυµνασίου)  
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5) Ε) 90  

Αφού το πρίσµα έχει 32 έδρες από τις οποίες οι δύο είναι βάσεις, οι υπόλοιπες 30 εί-

ναι στο πλάι. Από αυτό συµπεραίνουµε ότι οι βάσεις είναι πολύγωνα µε 30 πλευρές το 

καθένα (στο σχήµα υπάρχει ένα πρίσµα µε µικρό αριθµό πλευρών για να είναι πιο ξε-

κάθαρη η εικόνα). Οι ακµές του σχήµατος είναι α) οι 30 στη κάτω βάση, β) οι 30 στη 

πάνω βάση και γ) οι 30 στο πλάι.  Σύνολο 90.  

 

6) Γ) 3  

Αφού τα τετράγωνα στο χαρτί είναι 16 και καθένα από τα σχήµατα που κόβει η 

Λητώ µε το ψαλίδι έχει 4 τετράγωνα, σηµαίνει ότι θα φτιάξει το πολύ 4 τέτοια 

σχήµατα. Μάλιστα αν µπορούσε να φτιάξει 4 σχήµατα, σηµαίνει ότι δεν θα πε-

ρίσσευε κανένα τετράγωνο. Η εικόνα δεξιά, ή άλλες παρόµοιες, δείχνει πώς θα 

φτιάξει 3. Βλέπουµε ότι δεν µπορεί να φτιάξει τέταρτο σχήµα (δεν χωράει που-

θενά), δηλαδή παίρνει το πολύ 3 σχήµατα.   

 

7) Ε) 11  

Το 24 ως γινόµενο φυσικών γράφεται 1 24⋅ , 2 12⋅ , 3 8⋅  και 4 6⋅ . Από αυτά δεν µας ενδιαφέρουν 

τα δύο πρώτα γιατί δεν είναι γινόµενα ψηφίων.  Με τις άλλες δύο περιπτώσεις συµπεραίνουµε ότι 

οι διψήφιοι που σκέφτηκε ο Ήφαιστος είναι οι 38, 83, 46 και 64. Ο πιο µικρός είναι ο 38, µε άθροι-

σµα ψηφίων 3+8=11.  

 

8) Ε) 6  

Οι κάλτσες στο συρτάρι είναι πέντε διαφορετικών χρωµάτων, κόκκινες, µπλε, άσπρες, πράσινες 

και µαύρες. Αν βγάλουµε 5 κάλτσες µπορεί να έχουµε την ατυχία να είναι όλες διαφορετικού χρώ-

µατος. Σε αυτή την περίπτωση, που είναι η χειρότερη, αν βγάλουµε άλλη µία κάλτσα τότε αυτή σί-

γουρα θα έχει το ίδιο χρώµα µε µία από τις ήδη βγαλµένες γιατί αυτές καλύπτουν όλες τις περι-

πτώσεις χρωµάτων. Όποτε µε 6 κάλτσες εξασφαλίζουµε οµοιότητα δύο χρωµάτων.  

 

9) Γ) 4  

 

 

 

 

 

 

 

Το διάγραµµα δείχνει τον χρόνο που άναψαν και έσβησαν τα κεριά. Στα 55 λεπτά θα είναι αναµµέ-

να 4 κεριά. Συγκεκριµένα αυτά που άναψαν το 20ό , το 30ό , το 40ό  και το 50ό λεπτό από την αρ-

400 10 20 30 50 60 70 80 90 100
λεπτά
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A 
B

Γ 
∆ 

χή.  Ας σηµειωθεί ότι το αρχικό και αυτό που άναψε το 10ο λεπτό, έχουν σβήσει πριν το 55ο λε-

πτό.  

 

10) Ε) 8  

Οι εικόνες που ακολουθούν δείχνουν τις 8 θέσεις που µπορεί να έχει η 1 3×  παιδική χαρά, µε τον 

περιορισµό ότι δεν πρέπει να έχει κοινά σηµεία µε τα πάρκα.  

 

 

 
 
 
11) Α) 4  

Για κάθε γύρο της λίµνης που κάνει η Νιόβη, η Αταλάντη κάνει 9
8

 του γύρου, δηλαδή κάνει 1
8  του 

κύκλου παραπάνω. Στην αρχή η Νιόβη βρίσκεται 1
2

 γύρο µακριά από την Αταλάντη. Συµπεραί-

νουµε ότι σε 4 γύρους της Νιόβης, η Αταλάντη θα κάνει απόσταση κατά 1 14
8 2
⋅ =  µεγαλύτερη, δη-

λαδή θα την φτάσει.  

 

12) Β) 21 2cm    

Αντί να µετρήσουµε το εµβαδόν του µωβ χωρίου είναι ευκολότερο να 

βρούµε το εµβαδόν του εξωτερικού ορθογωνίου παραλληλογράµµου 

και να αφαιρέσουµε τα εµβαδά των λευκών περιοχών. Αυτές αποτε-

λούνται από το κάτω αριστερά τετράγωνο και από τέσσερα ορθογώνια 

τρίγωνα τα οποία έχουν υποτείνουσες τα ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και ∆Α, αντίστοιχα. 

Το εξωτερικό ορθογώνιο έχει εµβαδόν7 5 35⋅ = cm2. Το κάτω αριστερά τετράγωνο έχει εµβαδόν 1 

cm2, και τα τέσσερα τρίγωνα έχουν 1 1 7
2
⋅ ⋅ =3,5 cm2 , 1 3 4

2
⋅ ⋅ =6 cm2 ,  1 3 1

2
⋅ ⋅  = 1,5 cm2 και 

1 4 1
2
⋅ ⋅  = 2 cm2 , αντίστοιχα. Άρα η ροζ περιοχή έχει εµβαδόν  35 – 1 –  3,5 – 6 – 1,5 – 2 = 35 – 14 

= 21 cm2. 

 

13) Γ) 32013  

Τα τέλεια τετράγωνα από το 1 έως έναν αριθµό της µορφής Ν2 (δηλαδή µέχρι κάποιο τέλειο τετρά-

γωνο) είναι Ν στο πλήθος. Συγκεκριµένα, είναι οι αριθµοί  12 , 22 , 32 , … , Ν2 . Ο αριθµός 20136 

που δόθηκε,  είναι τέλειο τετράγωνο καθώς γράφεται ως  (20133)2 . ∆ηλαδή πρόκειται για τον αριθ-

µό Ν2 όπου Ν = 20133. Άρα το πλήθος τον τελείων τετραγώνων µέχρι αυτόν είναι Ν = 20133. 
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14) Γ) 39  

Οι διαιρέτες του αριθµού 39 είναι 1, 3, 13 και 39. Ο µόνος τρόπος να πολλαπλασιάσουµε τρεις δι-

αφορετικούς αριθµούς και να βρούµε 39 είναι ο  1 3 13⋅ ⋅ . Όµως οι αριθµοί 1, 3, 13 δεν συγκαταλέ-

γονται και οι τρεις στους 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 οπότε αποκλείεται να είναι η επιλογή του Άλκη.  Αν 

θέλουµε να εξετάσουµε ότι οι υπόλοιποι αριθµοί στις απαντήσεις είναι πιθανά γινόµενα τριών α-

ριθµών από τους 1 έως 9, έχουµε 27= 1 3 9⋅ ⋅  , 35 = 1 5 7⋅ ⋅ , 64 = 2 4 8⋅ ⋅  και 288= 4 8 9⋅ ⋅ .  

 

15) Γ) 14  

1ος τρόπος. Το κλειδί είναι ότι, σύµφωνα µε την εκφώνηση,  οι x, y, z είναι φυσικοί αριθµοί. Από 

αυτό και την ισότητα x y 14⋅ =  συµπεραίνουµε ότι ο x (και ο y) είναι ένας από τους διαιρέτες του 

14, δηλαδή 1, 2, 7 και 14. Από την z x 35⋅ =  συµπεραίνουµε ότι ο x (και ο z) είναι ένας από τους 1, 

5, 7, 35. Συγκρίνοντας τα δύο συµπεράσµατα, έπεται ότι x = 1 ή x = 7. ∆εν µπορεί να είναι x=1 για-

τί τότε η  x y 14⋅ =  θα έδινε y=14, που όµως δεν ταιριάζει µε την εξίσωση  y z 10⋅ = . Τελικά x=7, 

οπότε από την x y 14⋅ = έχουµε y = 2. Κατόπιν η y z 10⋅ =  δίνει z = 5. Με άλλα λόγια η λύση µας 

είναι η x=1, y=7, z=5 που µπορούµε να ελέγξουµε ότι επαληθεύει τις τρεις εξισώσεις. Έτσι 

x+y+z=7+2+5=14.  

2ος τρόπος. Αν πολλαπλασιάσουµε τις ισότητες x y 14⋅ = , y z 10⋅ =  και  z x 35⋅ =  θα βρούµε 

x2y2z2 = 14 10 35⋅ ⋅ , άρα (xyz)2 = 2 7 2 5 5 7⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 2(2 7 5)⋅ ⋅ . Άρα xyz= 2 7 5⋅ ⋅ . Συγκρίνοντας µε την 

yz=10 έπεται x=7. Όµοια, από την xyz= 2 7 5⋅ ⋅  και την xz=35 βρίσκουµε y=7, και τέλος z=5. Άρα 

x+y+z=7+2+5=14. 

 

16) Ε) o130  

Στο κίτρινο τρίγωνο η γωνία ε είναι εξωτερική, οπότε ισούται µε το 

άθροισµα των δύο απέναντι εσωτερικών γωνιών α και β. Άρα ε = 

α + β = 55ο +40ο  = 95ο . Όµοια, στο πράσινο τρίγωνο η δ είναι ε-

ξωτερική, οπότε δ = γ + ε = 35ο+95ο  = 130ο .  

 

17) Β)  
Όταν κοιτάξουµε από τη βορινή πλευρά το ψηλό τετραώροφο κτήριο που τώρα φαίνεται στο πάνω 

αριστερά µέρος της αεροφωτογραφίας, θα το δούµε στο δεξί µας χέρι. ∆ίπλα του είναι ένα κτήριο 

δύο ορόφων, µετά ένα τριών ορόφων και τέλος ένα του ενός ορόφου. Επίσης, πίσω από τα κτήριά 

µας, όπως κοιτάµε από τη βορινή πλευρά, δεν υπάρχει ψηλότερο κτήριο ώστε να φαίνεται το πάνω 

του µέρος. Συµπεραίνουµε ότι από την βορινή πλευρά και από δεξιά προς αριστερά βλέπουµε 

κτήρια 4, 2, 3 και 2 ορόφων, αντίστοιχα. Άρα η σωστή εικόνα είναι η (Β).  

 

18) Γ)  
Οι παρακάτω εικόνες δείχνουν τον κύβο αφού συναρµολογηθεί. Σε όλες τις περιπτώσεις έχει σχε- 

α β 

γ 

δ 

ε 
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διαστεί έτσι ώστε το αριστερό τετράγωνο του αναπτύγµατος να γίνει η επάνω έδρα (το καπάκι) του 

κύβου. Με άλλα λόγια η λουρίδα  να γίνει  

 

Τα αναπτύγµατα (Α), (Β), (∆), (Ε) συναρµολογηµένα φαίνονται, αντίστοιχα, αµέσως από κάτω. Το 

ανάπτυγµα (Γ) δεν δίνει κύβο αφού τα δύο µπροστινά τρίγωνα επικαλύπτονται. 

 

 

 

 

 

 

 

 

19) Ε) 8  

Εφόσον ο ∆ιόφαντος έγραψε τον πιο µικρό αριθµό που έχει άθροισµα ψηφίων 107 σηµαίνει ότι 

χρησιµοποίησε όσο γίνεται περισσότερα 9 για να πετύχει αριθµό µε όσο γίνεται λιγότερα ψηφία. 

Στο 107 χωρούν 11 εννιάρια και περισσεύουν 8 µονάδες. Για να το διαπιστώσουµε, κάνουµε τη 

διαίρεση 107:9 και θα καταλήξουµε στην ισότητα 107 = 11 9⋅ + 8. Όποτε ο αριθµός που έγραψε 

αποτελείται από ένα 8 και έντεκα 9 και άρα είναι ο 899999999999. Το πρώτο, λοιπόν, ψηφίο είναι 

8. 

 

20) Ε) o45  

Αφού το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 180ο και η µία γωνία του αµβλυγώνιου είναι 

130ο, σηµαίνει ότι οι άλλες δύο έχουν άθροισµα 50ο. Άρα καµία από τις 80ο, 55ο δεν ανήκει στο αµ-

βλυγώνιο γιατί τότε το άθροισµα των γωνιών του θα ξεπερνούσε τις 180ο. Άρα οι γωνίες  80ο και 

55ο ανήκουν στο οξυγώνιο. Η τρίτη του γωνία είναι 180ο- 80ο - 55ο= 45ο. Συνεπώς η µικρότερή του 

γωνία είναι 45ο. Αν θέλαµε να βρούµε και τις γωνίες του αµβλυγώνιου, τότε έχουµε ότι η γωνία 10ο 

που δόθηκε, ανήκει σε αυτό. Έτσι οι γωνίες του είναι 130ο , 10ο και 180ο -130ο -10ο =40ο.  

 

21) Β) 41  

Αν προσθέσουµε τις περιµέτρους των εξωτερικών τριγώνων (γαλα-

νά στο σχήµα) παίρνουµε την περίµετρο του µεγάλου τριγώνου αυ-

ξηµένη κατά ∆Ε + ΕΖ + Ζ∆. Το τελευταίο είναι ακριβώς η περίµετρος 

του εσωτερικού κίτρινου τριγώνου. Άρα η ζητούµενη περίµετρος εί-

ναι  

περίµετρος (ΑΒΓ) = περίµετρος (ΑΖΕ)+περίµετρος 

 (Β∆Ζ)+περίµετρος (∆ΓΕ)-περίµετρος (∆ΕΖ) = 12 + 23 + 24 -18 = 41. 

Α 

Ζ 

Β

Ε 

∆ Γ

23 

19 

12 

24
18 
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22) Γ) 62  

Η ανάλυση του 705 σε πρώτους παράγοντες είναι 705= 3×5×47. Αυτό µας διευκολύνει να βρούµε 

όλο τα πιθανά ζεύγη φυσικών µε γινόµενο 705, που είναι οι ζητούµενες ηλικίες. Εξετάζοντας όλες 

τις εκδοχές έχουµε τα ζεύγη (1, 705), (3, 235), (5, 141) και (15, 47) όπου ο πρώτος αριθµός είναι η 

ηλικία του Ηρακλή και ο δεύτερος της µητέρας του. Τα υπόλοιπα δίνουν ηλικία του Ηρακλή µεγαλύ-

τερη από της µητέρας του, και άρα απορρίπτονται.  Από τα ζεύγη αυτά πρέπει να απορρίψουµε τα 

τρία πρώτα ως µη ρεαλιστικά. Για παράδειγµα, δεν είναι δυνατόν η ηλικία της µητέρας να είναι 141 

και του γιου της 5. Μένει η περίπτωση η ηλικία του Ηρακλή να είναι 15 και της µητέρας 47, που εί-

ναι ρεαλιστική. Το άθροισµα των ηλικιών είναι 15 + 47 = 62. 

 

23) Α) ο Άρης    

1ος τρόπος: Παρατηρούµε ότι το 2002 γεννήθηκε µόνο ένα παιδί. Αφού το 2000 γεννήθηκαν δυο 

παιδιά και το 2001 επίσης δύο συµπεραίνουµε από το τρίτο και το τέταρτο δεδοµένο ότι το 2002 

(23/4/2002) γεννήθηκε η Βάσω. Επίσης το µήνα Φεβρουάριο γεννήθηκε ένα παιδί µόνο, ενώ τους 

άλλους µήνες από δύο. Εποµένως από το πρώτο και το δεύτερο δεδοµένο τον Φεβρουάριο 

(20/2/2001) γεννήθηκε η ∆ήµητρα. Αφού η ∆ήµητρα και η Ελένη γεννήθηκαν το ίδιο έτος η Ελένη 

γεννήθηκε στις 20/3/2001. Αφού ο Άρης και η Ελένη γεννήθηκαν τον ίδιο µήνα, ο Άρης γεννήθηκε 

στις 12/3/2000 και εποµένως είναι ο µεγαλύτερος σε ηλικία. 

2ος τρόπος: Κατασκευάζουµε έναν πίνακα που καταγράφει τα δεδοµένα µας. Στην αριστερή του 

στήλη καταγράφουµε τις ηµεροµηνίες γεννήσεως των παιδιών. Τις καταγράφουµε σε αύξουσα σει-

ρά, αν και αυτό δεν είναι απαραίτητο.  Στη πρώτη γραµµή έχουµε τα ονόµατα των παιδιών (Α για 

τον Άρη, Β για τα Βάσω κλ.π).  

 

Παρατηρούµε ότι 4 από τα παιδιά, οι Άρης (Α), Γιώργος (Γ), ∆ήµητρα (∆) και Ελένη (Ε), δηλαδή 

όλοι πλην της Βάσως (Β) γεννήθηκαν το ίδιο έτος µε κάποιο άλλο από την παρέα. Και, παράλληλα, 

στα δεδοµένα βλέπουµε ότι δύο παιδιά γεννήθηκαν το 2000 και δύο το 2001. Αντίθετα, το 2002 

έχουµε µόνο µία γέννηση. Συνεπώς η Β είναι αυτή που γεννήθηκε το 2002. Το σηµειώνουµε αυτό 

µε ένα «ναι» στη κατάλληλη θέση του πίνακα.  

Όµοια, παρατηρούµε ότι 4 από τα παιδιά, οι Α, Ε, Β, Γ (δηλαδή όλοι πλην της ∆) γεννήθηκαν τον 

ίδιο µήνα µε κάποιο άλλο της παρέας. Ο µόνος µήνας που δεν υπάρχουν δύο παιδιά γεννηµένα 

 Α Β Γ ∆ Ε

12/3/2000      

12/4/2000      

20/2/2001    ναι  

20/3/2001      

23/4/2002  ναι    

 

 Α Β Γ ∆ Ε 

12/3/2000 ναι     

12/4/2000   ναι   

20/2/2001    ναι  

20/3/2001     ναι

23/4/2002  ναι    
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τότε, είναι ο µήνας 2 (Φεβρουάριος). Άρα η ∆ήµητρα γεννήθηκε το στις 20/2/2001. Το σηµειώνουµε 

αυτό µε ένα «ναι» στη κατάλληλη θέση του πίνακα. Τώρα, οι ∆ και Ε γεννήθηκαν το ίδιο έτος (δη-

λαδή το 2001, αφού τότε γεννήθηκε η ∆), οπότε γράφουµε ένα «ναι» στη κατάλληλη θέση της στή-

λης της Ε. Όµοια, οι Β και Γ γεννήθηκαν τον ίδιο µήνα (Απρίλιο, γιατί τότε γεννήθηκε η Β), οπότε 

βάζουµε ένα «ναι» στον µήνα Απρίλιο για τον Γ. Η µόνη ηµεροµηνία που µένει ανοικτή είναι η 

12/3/2000 και αντιστοιχεί στο άτοµο που περισσεύει, δηλαδή τον Άρη. Άρα ο πιο µεγάλος της πα-

ρέας, όπως φαίνεται από την ηµεροµηνία γεννήσεώς του, είναι ο Άρης. 

 

24) ∆) 456231 

Η περίπτωση (∆) 456231 αποκλείεται γιατί, σύµφωνα µε αυτήν, το εγγονάκι έφαγε πρώτα την πίτα 

4, δηλαδή µπήκε στη κουζίνα µετά που η γιαγιά τηγάνισε τις 1, 2, 3, 4 και πριν την 5. Μετά ξανα-

µπήκε στη κουζίνα όταν ήταν έτοιµη η 5 αλλά όχι η 6,  και µετά ξαναήλθε όταν ετοιµάστηκε η 6. 

Την επόµενη φορά που µπήκε στη κουζίνα το εγγονάκι, η πιο ζεστή πίτα ήταν η 3, όµως το (∆) 

456231 δηλώνει ότι έφαγε την 2. Αυτό δεν συµφωνεί µε τα δεδοµένα του προβλήµατος, οπότε η 

εκδοχή (∆) 456231 αποκλείεται. Μπορούµε να ελέγξουµε ότι όλες οι άλλες περιπτώσεις ακολου-

θούν τον κανόνα που περιγράφει το πρόβληµα. Για παράδειγµα η περίπτωση (Γ) 325461 προκύ-

πτει ως εξής: Η γιαγιά τηγάνισε τις 1, 2, 3. Μετά µπήκε το εγγονάκι στη κουζίνα και έφαγε την 3. 

Πριν φτιάξει άλλη πίτα η γιαγιά, το εγγονάκι ήλθε για την 2. Μετά η γιαγιά ετοίµασε τις 4, 5. Ήλθε το 

εγγονάκι και έφαγε την 5. Ξαναήλθε και έφαγε την 4. Μετά η γιαγιά ετοίµασε την 6, την οποία έφαγε 

αµέσως µετά το εγγονάκι. Τελευταία έφαγε την µόνη πίτα που περίσσεψε, δηλαδή την 1.   

 

25) Β) µ
N

 

Ξέρουµε ότι αν σε ένα θετικό κλάσµα µεγαλώσουµε τον αριθµητή, τότε το κλάσµα µεγαλώνει. Επί-

σης ξέρουµε ότι αν µικρύνουµε τον παρονοµαστή, τότε το κλάσµα µεγαλώνει. Με αυτά κατά νου 

και χρησιµοποιώντας τις υποθέσεις 0 < µ < ν, 0 < Μ < Ν,  διαπιστώνουµε ότι  µ
N  <  µ

M
 <  ν

M
 και   

µ
N  <  ν

N
. ∆ηλαδή το κλάσµα µ

N  είναι µικρότερο από τα άλλα τρία.  

 

26) Ε) 2,5 παιδιά 

Ο µέσος όρος των παιδιών στις 5 οικογένειες δίνεται από το πηλίκο  

                                      (πλήθος παιδιών στις 5 οικογένειες) : 5 

Η ίδια αυτή ισότητα γράφεται  

   (µέσος όρος των παιδιών στις 5 οικογένειες) ×  5 = (πλήθος παιδιών στις 5 οικογένειες)  

Από τους αριθµούς που δόθηκαν ως πιθανοί µέσοι όροι υπολογίζουµε τον συνολικό αριθµό των 

παιδιών στις 5 οικογένειες. Είναι αντίστοιχα 0,2×5 = 1 παιδιά,  1,2×5 = 6 παιδιά, 2,2×5 = 11 παι-

διά,  2,4×5 = 12 παιδιά και  2,5×5 =12,5 παιδιά. Από τα αποτελέσµατα αυτά πρέπει να απορρί-
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ψουµε το τελευταίο γιατί δε δίνει ακέραιο αριθµό παιδιών. Άρα ο µέσος όρος 2,5 αποκλείεται να 

είναι ο σωστός.  

 

27) Α) 8  

Έστω ΑΒΓ ο τριψήφιος. Τότε ο διψήφιος που µένει µετά το σβήσιµο του ενός ψηφίου, είναι ένας 

από τους ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ. Η συνθήκη του προβλήµατος είναι µία από τις παρακάτω:  

 

        

 

 

Η δεύτερη και η τρίτη περίπτωση απορρίπτονται γιατί το άθροισµα των ψηφίων των µονάδων είναι 

Γ+Γ, και στις δύο περιπτώσεις. Όµως Γ + Γ είναι άρτιος αριθµός, οπότε δεν µπορεί  να έχουµε ψη-

φίο 1 στο τελικό άθροισµα. Μένει η πρώτη περίπτωση, που γράφεται  (100Α + 10Β + Γ) + 10Α+Β = 

771, δηλαδή 11(10Α + Β) + Γ = 771. Πρόκειται για ευκλείδεια διαίρεση µε το 11 αφού τα 10 Α + Β 

και Γ είναι φυσικοί αριθµοί µε 0 Γ 10≤ < . Κάνοντας την ευκλείδεια διαίρεση έχουµε 771 70 11 1= ⋅ +  

οπότε, µε σύγκριση 10 Α + Β =70 και Γ=1. Τελικά Α = 7, Β=0, Γ=1 και ο αρχικός τριψήφιος αριθµός 

είναι ο 701. (Επαλήθευση: 701 + 70 = 771).  Το άθροισµα των ψηφίων του είναι 7 + 0 + 1 = 8.  

 

28) Β) 41  

Έστω x το πλήθος των δροµέων. Αφού ο Αχιλλέας ήρθε 21ος, αυτοί που ξεπεράστηκαν από τον 

Αχιλλέα ήσαν x-21. Αφού ο Λαγός ήρθε 31ος από το τέλος, αυτοί που ξεπέρασαν τον Λαγό ήσαν 

x-31. Σύµφωνα µε το πρόβληµα x-21=2(x-31). Αν λύσουµε την εξίσωση θα βρούµε x= 41. Άρα οι 

δροµείς συνολικά ήσαν 41. Επαλήθευση: Οι 20 ήσαν µπροστά από τον Αχιλλέα, που ήρθε 21ος 

και οι υπόλοιποι 41-21=20 ξεπεράστηκαν από τον Αχιλλέα. Ο Λαγός που ήρθε 31ος είχε 41-31=10 

δροµείς µπροστά του. Ελέγχουµε ότι οι 20 δροµείς πίσω από τον Αχιλλέα είναι διπλάσιοι σε αριθ-

µό από τους 41-31=10 που ξεπέρασαν τον Λαγό. Ας προσθέσουµε ότι ο Λαγός ήρθε 11ος, εποµέ-

νως τερµάτισε µπροστά από τον Αχιλλέα.  

 

29) Β) 45% 

Αν στον σπάγκο υπάρχει άρτιο πλήθος από χάντρες, τότε οι µαύρες είναι οι µισές. ∆ηλαδή η απά-

ντηση (∆) 50% είναι εφικτή. Η περίπτωση που το πλήθος είναι περιττό, έστω 2Ν+1, τότε οι µαύρες 

χάντρες είναι είτε Ν και οι άσπρες Ν+1 ή το ανάποδο, ανάλογα αν οι δύο χάντρες στην άκρη είναι 

και οι δύο άσπρες ή και οι δύο µαύρες. Οπότε το πρόβληµα µεταφράζεται στο να εξετάσουµε ποια 

από τις απαντήσεις (Α), (Β), (Γ) και (Ε) δεν είναι ούτε της µορφής Ν
2Ν 1+

 ούτε της Ν 1
2Ν 1

+
+

. Μας βο-

ηθά να παρατηρήσουµε ότι το πρώτο κλάσµα είναι µικρότερο το 1/2 και το δεύτερο, µεγαλύτερο. 

Οπότε τις απαντήσεις (A) 40% (B) 45% και (Γ) 48% πρέπει να συγκριθούν µε το πρώτο ενώ η (E) 

 60% µε το δεύτερο κλάσµα. Λύνουµε τώρα διαδοχικά τις εξισώσεις  

  Α Β Γ 
+   Α Β 
 
   7 7 1 

  Α Β Γ 
+   Α Γ 
 
   7 7 1 

  Α Β Γ 
+    Β Γ 
 
   7 7 1 
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              Ν 40
2Ν 1 100

=
+

,   Ν 45
2Ν 1 100

=
+

 ,  Ν 48
2Ν 1 100

=
+

  και  Ν 1 60
2Ν 1 100

+
=

+
 ,   

Θα βρούµε, αντίστοιχα, Ν = 2,  Ν=4,5 ,  Ν = 12 και Ν = 3. Από αυτές πρέπει να απορρίψουµε την 

Ν = 4,5 αφού δεν δίνει ακέραιο πλήθος από χάντρες. Άρα η απάντηση 45% αποκλείεται να είναι το 

ποσοστό των µαύρων χαντρών στον σπάγκο.  

 

30) Β) 100−  

Οι πέντε πρώτοι αριθµοί είναι οι 1, 1− , 1− , 1, 1− . Ο επόµενος είναι 1×  ( 1− ) = 1− , δηλαδή οι έξι 

πρώτοι αριθµοί της σειράς είναι οι 1, -1, -1, 1, -1, -1. Παρατηρούµε ότι οι πρώτοι τρεις, δηλαδή οι 1, 

1− , 1− , είναι ακριβώς οι ίδιοι µε τους επόµενους τρεις. Αυτό σηµαίνει ότι από δω και πέρα, κάθε 

επόµενη τριάδα θα είναι ίδια µε τις προηγούµενες διότι ο κανόνας παραγωγής κάθε επόµενου α-

ριθµού είναι ο ίδιος.  ∆ηλαδή οι αριθµοί που έγραψε ο Πυθαγόρας επαναλαµβάνονται  περιοδικά, 

µε περίοδο 3, που σηµαίνει οι 300 είναι απλά 100 επαναλήψεις της τριάδας 1, 1− , 1− . Το άθροι-

σµα των αριθµών στη τριάδα είναι 1 1−  1−  = 1− , οπότε το άθροισµα των αριθµών σε 100 όµοιες 

τριάδες είναι 100× ( 1− ) = 1− 00, 

 
                                       

 
1) ∆) 7  

Αφού 200013-2013 = 198000, παρατηρούµε ότι η διαφορά αυτή διαιρείται µε το 2 και το 5. Από το 

κριτήριο διαιρετότητας του 3, διαιρείται µε το 3 αφού 1+9+8=18 είναι πολλαπλάσιο του 3. Από την 

ισότητα 198 11 19= ⋅  συµπεραίνουµε ότι διαιρείται µε το 11. Όµως ο αριθµός δε διαιρείται µε το 7. 

Ένας τρόπος να το διαπιστώσουµε είναι εκτελώντας τη διαίρεση  198000:7. Θα βρούµε πηλίκο 

28285 και υπόλοιπο 5.  

 

2) Γ) τέσσερα 

Τα 4 σχήµατα της εικόνας έχουν την 

ίδια περίµετρο µε το εξωτερικό τε-

τράγωνο. ∆εν υπάρχει λόγος να 

βρούµε την περίµετρο καθενός, αλλά 

να παρατηρήσουµε ότι έχουµε ισότητα κατά τµήµατα, όπως δεί-

χνουν τα κόκκινα βελάκια.  Αντίθετα, στα δύο άλλα σχήµατα έχου-

µε µήκη που δεν έχουν αντίστοιχο στο εξωτερικό τετράγωνο. Τα 

γαλάζια βελάκια δείχνουν αυτά τα µήκη.  

               

3) Γ) 5,60 ευρώ 

Η κυρία Χαρά θέλει να προµηθευτεί 4 ⋅ 4 = 16 τετράδια. Για τα πρώτα έξι θα πληρώσει µόνο τα πέ- 

Επίπεδο 4 –  (Γ' Γυµνασίου και Α' Λυκείου)  
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ντε, το οποία κοστίζουν 5 ⋅ 0,40= 2 ευρώ. Για τα επόµενα έξι πάλι θα πληρώσει 2 ευρώ. Με αυτά θα 

έχει προµηθευτεί συνολικά 12 τετράδια, άρα της µένουν άλλα 16-12=4. Τα 4 αυτά κοστίζουν 

4 ⋅ 0,40=1,60 ευρώ. Το σύνολο της δαπάνης είναι 2 + 2 + 1,60 = 5,60 ευρώ. 

 

4) Α) 1  

1ος τρόπος: Το άθροισµα των δύο αόρατων ψηφίων είναι το πολύ 18 (όσο 9 9+ ). Το κρατούµενο 

από το άθροισµα των µονάδων είναι 1 (αφού 7 6 13+ = ). Εποµένως το άθροισµα των αόρατων 

ψηφίων συν το 1 (που είναι το κρατούµενο των µονάδων) είναι είτε 2 είτε 12. Αν ήταν 12 τότε το 

άθροισµα των εκατοντάδων θα ήταν 9 5 1 15+ + =  που δεν συµβαίνει. Άρα το άθροισµα των αόρα-

των ψηφίων είναι 1 που σηµαίνει ότι το ένα από τα δύο είναι 0 και το άλλο 1. 

2ος τρόπος: Το µικρότερο άθροισµα που µπορούν να έχουν οι αριθµοί 9*7 και 5*6 είναι 

907+506=1413. Το 1413 είναι κατά 10 λιγότερο από το δοσµένο άθροισµα, οπότε µας λείπει ακρι-

βώς µία δεκάδα. Την δεκάδα αυτή µπορούµε να την προσθέσουµε είτε στον 9*6 ώστε να γίνει 916 

και να αφήσουµε το 506 απείραχτο, είτε ανάποδα. Άρα οι µόνοι αριθµοί µε τους αόρατους να φαί-

νονται που έχουν άθροισµα 1423 είναι οι 917+506 ή 907+516. ‘Όπως και να είναι, το µεγαλύτερο 

αόρατο ψηφίο είναι το 1 (και το άλλο είναι το 0). 

 

5) Γ) 1
2

 

1ος τρόπος: Από τα τρίγωνα µε βάση το ΑΒ µικρότερο ύψος ως προς την ΑΒ έχει το ΑΒΓ. Τα άλλα 

τρίγωνα έχουν βάση ίση ή µεγαλύτερη από 1 και µεγαλύτερο ύψος από 1, άρα µεγαλύτερο εµβα-

δόν. 

2ος τρόπος: Το χρωµατισµένο τρίγωνο στο σχή-

µα αριστερά έχει τη µικρότερη βάση (είναι η ΑΒ 

µε µήκος 1 µονάδα) και το µικρότερο ύψος (το Γ∆ 

µε µήκος 1 µονάδα) από όλα τα υπόλοιπα τρίγω-

να. Στην εικόνα δεξιά φαίνονται ορισµένα από τα 

υπόλοιπα τρίγωνα για να µπορεί κανείς να διαπι-

στώσει την αλήθεια του ισχυρισµού. Όλα µαζί τα τρίγωνα είναι 20 στο 

πλήθος και κανονικά πρέπει να τα ελέγξει κανείς όλα. Όµως µία γρήγορη επισκόπηση µε το µάτι 

είναι αρκετή για να µας πείσει. Έτσι το µικρότερο εµβαδόν είναι  1 11 1
2 2
⋅ ⋅ = .  

 

6) Γ) 312   

Έχουµε 15 10 2 15 3 10 30 30 30 314 8 (2 ) (2 ) 2 2 2 2 2+ = + = + = ⋅ = . 

 

7) Ε)  
Κάθε έδρα του κύβου είναι χρωµατισµένη σαν σκακιέρα µε δύο τετράγωνα κόκκινα και δύο πράσι- 

Α 
Β 

Γ ∆ 
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να σε διαγώνιες σχετικές θέσεις. Αυτό αποκλείει αµέσως τα αναπτύγµατα (Α), (Β) και (∆) γιατί έ-

χουν έδρες οι οποίες δεν είναι χρωµατισµένες µε αυτόν τον τρόπο. Επίσης, αν στον µεγάλο κύβο 

πάµε από µία έδρα σε διπλανή έδρα, τότε κάθε δύο τετράγωνα που έχουν κοινή πλευρά έχουν το 

ίδιο χρώµα (προέρχονται από τον ίδιο µικρό κύβο). Αυτό αποκλείει το ανάπτυγµα (Γ) γιατί όλα τα 

γειτονικά τετράγωνα έχουν διαφορετικό χρώµα. Μένει το (Ε), το οποίο είναι η σωστή απάντηση. 

Λίγη τρισδιάστατη εποπτεία µπορεί να µας πείσει ότι αν τυλίξουµε το ανάπτυγµα (Ε) για να ξανα-

φτιάξουµε τον κύβο, ο χρωµατισµός είναι σωστά τοποθετηµένος.    

 

8) Γ) 896 

Οι αριθµοί 4Ν και 4Μ είναι πολλαπλάσια του 4. Το µεγαλύτερο τριψήφιο πολλαπλάσιο του 4 είναι 

το 996 (γρήγορος έλεγχος: 996=1000-4 = διαφορά δύο πολλαπλασίων του 4), οπότε 4Ν=996. Το 

µικρότερο τριψήφιο πολλαπλάσιο του 4 είναι το 100, οπότε 4Μ=100.  Έχουµε τότε 4Ν-4Μ=996-

100=896. 

 

9) ∆)  
Η στροφή γύρω από το 

Μ κατά γωνία o90 µε φο-

ρά αντίθετη από τους 

δείκτες του ρολογιού θα 

φέρει το σχήµα στη θέση 

που δείχνει η εικόνα αρι-

στερά. Αυτού του σχήµα-

τος η ανάκλαση ως προς 

τον άξονα των x θα το 

φέρει στη θέση της εικόνας δεξιά. 

 

10) Γ) 131  

Παρατηρούµε ότι 1000 2 4 125= ⋅ ⋅  και µάλιστα αυτός είναι ο µόνος συνδυασµός µε γινόµενο 1000. 

Ένας τρόπος να εντοπίσουµε τους αριθµούς που έχουν γινόµενο 1000 είναι να παρατηρήσουµε ότι 

η ανάλυση σε πρώτους παράγοντες είναι 3 31000 10 10 10 2 5= ⋅ ⋅ = . ∆ηλαδή χρειαζόµαστε τρία 5 

στο γινόµενο. Οι αριθµοί 2, 4, 16 δεν περιέχουν 5 ενώ οι 225 5= και 250 2 5= ⋅ έχουν από δύο. 

Άρα ο καθένας από τους 25 και 50 µόνος του δεν επαρκεί, ενώ αν τους πάρουµε µαζί, τα 5 περισ-

σεύουν. Συνεπώς οι 25 και 50 δεν είναι στην επιλογή µας. Υποχρεωτικά, λοιπόν, θα επιλέξουµε 

τον 3125 5= . Χρειαζόµαστε ακόµα ένα 32 , που το παίρνουµε από το 2 4⋅ . Το ζητούµενο άθροι-

σµα είναι 2+4+125=131. 

 

11) Γ) 20 13⋅  

M x 

y 

M x 

y 
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Μπορούµε να ελέγξουµε ότι  20 13⋅  < 20 13⋅  < 20 13⋅ . Πραγµατικά, µε ύψωση στο τετρά-

γωνο  η πρώτη ισοδυναµεί µε την αληθή  13  < 
213  και η δεύτερη µε την αληθή 13  < 20 . Το ότι ο 

20 13⋅ είναι µεγαλύτερος από τους 201 3⋅  και 2013 µπορεί και αυτό να ελεγχθεί µε ύψωση 

στο τετράγωνο. Η πρώτη ανισότητα ισοδυναµεί µε την αληθή 400 13⋅ > 201 9⋅ , δηλαδή 5200 > 

1809. Όµοια η δεύτερη ισοδυναµεί µε την αληθή 400 13⋅ >2013, δηλαδή 5200 > 2013.  

 

12) ∆) o70  

Επειδή τα τετράγωνα είναι ίσα, το τρίγωνο ΒΓΕ 

έχει ΒΓ=ΒΕ, οπότε είναι ισοσκελές. Η γωνία του 

ΓBE  ισούται 50ο+90ο = 140ο. Συµπεραίνουµε ότι  

κάθε µία από τις ίσες γωνίες της βάσης του είναι 

o o o1 (180 140 ) 20
2

− =  . Άρα ΓΕΖ  = 90ο- 20ο = 70ο. 

 

 

13) Β) 4028 cm 

1ος τρόπος: Αν αγνοήσουµε προσωρινά το ακριανό µπλε τετράγωνο δεξιά, µένουν 2012 τετράγω-

να. Αυτά χωρίζονται σε 1006 ζεύγη, όπως το χρωµατισµένο πράσινο ζεύγος και τα χρωµατισµένα 

κίτρινα ζεύγη. Τα κίτρινα ζεύγη, που είναι 1005, συνεισφέρουν από 4 cm στη περίµετρο (κόκκινες 

γραµµές στο σχήµα), οπότε συνολικά έχουµε συνεισφορά 1005× 4 = 4020 cm. Σε αυτό έχουµε να 

προσθέσουµε άλλα 5 cm από το πράσινο ζεύγος αριστερά και 3 cm από το µπλε τετράγωνο δεξιά. 

Το σύνολο είναι  4020 + 5 + 3 = 4028 cm. 

 

 

 

 

 

2ος τρόπος: Αφού η δεύτερη σειρά αποτελείται από ένα τετράγωνο παραπάνω από ότι η πρώτη, η 

πρώτη σειρά έχει 2013 1 1006
2
−

=  τετράγωνα (οπότε η δεύτερη έχει 1007 τετράγωνα). Η πρώτη 

σειρά τετραγώνων συνεισφέρει στην εξωτερική περίµετρο του σχήµατος µε 1006 2⋅  cm και η δεύ-

τερη καταρχήν κατά 1007 2⋅  cm. ∆εν έχουµε µετρήσει όµως από τη δεύτερη σειρά µία πλευρά 

παραπάνω για το πρώτο και το τελευταίο τετράγωνο. Εποµένως η εξωτερική περίµετρος είναι 

( )1006 2 1007 2 2 1006 1007 1 2 2014 2 4028⋅ + ⋅ + = + + ⋅ = ⋅ =  cm. 

 

14) ∆) 509  

Χρησιµοποιώντας την υπόθεση έχουµε  

Β 
Α 

Γ ∆ 

Ε 

Ζ 

 

Η 

50o 

20o 
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100 7α 200 2β
α β
+ +

+ = 100 2007 2
α β

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2100 7 2
α β

⎛ ⎞
+ + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
100 5 9 509⋅ + = . 

 

15) ∆) 40  

Η αύξηση του µέσου όρου κατά 1,2 µονάδες σηµαίνει ότι η συνολική βαθµολογία αυξήθηκε κατά 

1,2 ⋅ 100 = 120 µονάδες. Αυτοί οι βαθµοί προέρχονται από τις τρεις παραπάνω µονάδες των αγο-

ριών. Άρα τα αγόρια είναι 120:3 = 40.  

 

16) Ε) 182  

Οι αριθµοί που χρησιµοποίησε ο ∆ιόφαντος είναι όλοι περιττοί, οπότε οι τρεις διψήφιοι που έφτιαξε 

είναι και αυτοί περιττοί. Το άθροισµα τριών περιττών αριθµών είναι περιττός, οπότε η απάντηση 

(Ε) 182 αποκλείεται. ∆εν υπάρχει λόγος να κατασκευάσουµε αριθµούς που έχουν άθροισµα όσο οι 

υπόλοιποι δοθέντες, αλλά εάν επιθυµούµε, ιδού µερικά παραδείγµατα (υπάρχουν και πάρα πολλά 

άλλα): (Α) 89 = 15+39+35,  (Β) 209 = 79 + 59+71, (Γ) 185 = 97+13+75, (∆) 213 = 71+71+71.  

 

17) Α) 13  

Η ιδέα είναι να χρησιµοποιήσουµε δυνάµεις του 10. Εδώ έχουµε  46 ⋅ 513 = 212 ⋅ 513 =  

5 ⋅ (2 ⋅ 5)12 = 5 ⋅ 1012 . Ο αριθµός αυτός ισούται µε 5 ακολουθούµενο από 12 µηδενικά. Άρα έχει 12 + 

1 =13 ψηφία.  

 

18) ∆) τέσσερις   
α) Αφού 2012 + 2013 = 2 ⋅ 2013 συµπεραίνουµε ότι ο αριθµός α) ισούται µε 20132+ 2 ⋅ 2013, που 

είναι πολλαπλάσιο του 2013. ∆ε χρειάζεται να κάνουµε τις πράξεις µέχρι τέλους αλλά να παρατη-

ρήσουµε ότι ο 2013 είναι κοινός παράγοντας.  β) Με διαφορά τετραγώνων έχουµε 20142-20122 = 

(2014+2012)(2014-2012)=  2 ⋅ 2013 ⋅ 2  που είναι πολλαπλάσιο του 2013. γ) Ισχύει  20132013  = 

10001 ⋅ 2013  οπότε είναι πολλαπλάσιο του 2013. δ) Παρατηρούµε ότι  οι δύο από τους παράγο-

ντες ικανοποιούν (20+13) ⋅ 61=33 ⋅ 61=2013 οπότε ο αριθµός 2012 ⋅ (20+13) ⋅ 61 είναι πολλαπλάσιο 

του 2013.  

 

19) Ε) Κανένα από τα προηγούµενα. 

Αφού το γινόµενο των ψηφίων είναι περιττός αριθµός, σηµαίνει ότι όλα τα ψηφία (και τα έξι) του 

αρχικού αριθµού είναι περιττοί αριθµοί  (αν κάποιο ήταν άρτιος, τότε το γινόµενό τους θα ήταν άρ-

τιος αριθµός). Άµεση συνέπεια είναι ότι τα (Α) και (Γ) είναι ψευδή. Το (Β) είναι επίσης ψευδές κα-

θώς υπάρχουν παραδείγµατα εξαψήφιων µε την δοσµένη ιδιότητα. Οι 111111,  113579  και  πολ-

λοί άλλοι είναι τέτοιες περιπτώσεις. Πιο ενδιαφέρον είναι να δούµε γιατί είναι ψευδές το (∆): Τα πε-

ριττά ψηφία είναι πέντε τον αριθµό, τα 1, 3, 5, 7 και 9. Άρα ο εξαψήφιος αποκλείεται να αποτελείται 

από διαφορετικά ψηφία, αφού οι 1, 3, 5, 7, 9 δεν επαρκούν για να φτιάξουν εξαψήφιο µε διαφορε-

τικά ψηφία. Άρα η µόνη απάντηση που αληθεύει είναι η (Ε).  
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20) Γ) 80 

1ος τρόπος. Αν ο τριψήφιος είναι ο ΑΒΓ  τότε η υπόθεση λέει  100Α + 10Β + Γ +99 = 100Γ 

+10Β+Α, ισοδύναµα 99(Γ-Α) =99. Άρα  Γ-Α =1, ή Γ=Α+1. Το Α µπορεί να πάρει τις τιµές 1, 2, 3, … , 

8. Υπόψη ότι δεν µπορεί Α=0 γιατί οι τριψήφιοι δεν αρχίζουν από 0,  και δεν µπορεί Α=9 γιατί θα 

έδινε Γ=10, που δεν είναι ψηφίο.  Έτσι έχουµε 8 επιλογές για τον Α µε αντίστοιχα Γ = Α+1, και οι 

αριθµοί µας έχουν τη µορφή 1Β2, 2Β3, 3Β4, 4Β5, 5Β6, 6Β7, 7Β8 και 8Β9 (οκτώ περιπτώσεις). Το 

Β είναι ελεύθερο να πάρει τις δέκα τιµές 0, 1, 2, … , 9. Τελικά έχουµε 8 10 80⋅ = αριθµούς που ικα-

νοποιούν τη συνθήκη. Για παράδειγµα 142+99=241. 

2ος τρόπος. Σίγουρα ο αριθµός µας δεν είναι ένας από τους 100, 200, … , 900 γιατί µε έλεγχο βλέ-

πουµε ότι δεν ικανοποιούν την συνθήκη. Εξετάζουµε τώρα τους τριψήφιους αριθµούς που δεν λή-

γουν σε δύο µηδενικά. Η πρόσθεση του 99=100-1 µας πάει ακριβώς στην επόµενη εκατοντάδα, 

δηλαδή στην εκατοντάδα που το πρώτο ψηφίο είναι 1 παραπάνω από τον αριθµό που ξεκινάµε. 

Άρα ο Γ (που θα γίνει το ψηφίο των εκατοντάδων µετά την πρόσθεση του 99) είναι κατά µία µονά-

δα µεγαλύτερος από τον Α. Συνεχίζουµε τώρα όπως στον 1ο τρόπο. 

 

21) Γ) δύο  

Συµβολίζουµε τους διαδοχικούς θετικούς φυσικούς ως Ν, Ν+1, Ν+2, Ν+3, Ν+4. Ο Ν+4 θα είναι ταί-

ρι µε άλλον έναν ή µε άλλους δύο από τους υπόλοιπους. Εξετάζουµε χωριστά όλες τις δυνατές 

περιπτώσεις. Ας αρχίσουµε µε την περίπτωση που ο Ν+4 λαµβάνεται µε άλλον έναν από τους υ-

πόλοιπους. Θα έχουµε τότε συνολικά τέσσερις εκδοχές και η υπόθεση του προβλήµατος γράφεται  

             Ν+(Ν+1)+(Ν+2)=(Ν+3)+(Ν+4)    ή     Ν+(Ν+1)+(Ν+3)=(Ν+2)+(Ν+4)     ή  

             Ν+(Ν+2)+(Ν+3)=(Ν+1)+(Ν+4)    ή   (Ν+1)+(Ν+2)+(Ν+3)=Ν+(Ν+4) , αντίστοιχα.    

Η πρώτη δίνει 2Ν+3=2Ν+7, οπότε Ν=4 και έχουµε τους διαδοχικούς 4, 5, 6, 7, 8 µε 4+5+6 =7+8 

(δεκτή). Η δεύτερη δίνει 3Ν+4=2Ν+6, οπότε Ν = 2 και έχουµε τους διαδοχικούς 2, 3, 4, 5, 6 µε 

2+3+5=4+6 (δεκτή). Όµοια η τρίτη και η τέταρτη δίνουν Ν=0 και Ν=-2 , αντίστοιχα, που απορρίπτο-

νται γιατί ζητάµε θετικούς φυσικούς αριθµούς. Στη περίπτωση που ο Ν+4 συνταιριάζεται µε άλλους 

δύο, οδηγούµαστε σε µη θετικό Ν, οπότε απορρίπτουµε και αυτές τις εκδοχές.  

 

22) Β) ή 8 ή 9   

Ο πρώτος και ο τελευταίος µαζί έχουν 12 + 4 = 16 ψήφους, οπότε οι υπόλοιποι έχουν 36-16=20 

ψήφους. Ο δεύτερος έχει περισσότερους από 7 ψήφους γιατί αν είχε 7 ή λιγότερους, τότε ο δεύτε-

ρος, ο τρίτος και ο τέταρτος µαζί θα είχαν το πολύ 7+6+5= 18 ψήφους ενώ ξέρουµε ότι έχουν 20. 

Άρα αυτή η περίπτωση δεν υπάρχει. Επίσης ο δεύτερος έχει λιγότερες από 10 ψήφους γιατί αν 

είχε 10 ή περισσότερες τότε ο δεύτερος, ο τρίτος και ο τέταρτος µαζί θα είχαν τουλάχιστον 10 + 5 + 

6 = 21 ψήφους ενώ ξέρουµε ότι έχουν 20. Άρα ούτε αυτή η περίπτωση δεν υπάρχει. Συνεπώς ο 

δεύτερος έχει ή 8 ή 9 ψήφους. Ας προσθέσουµε ότι και οι δύο αυτές εκδοχές είναι πιθανές. Για πα-

ράδειγµα οι ψήφοι θα µπορούσαν να ήταν 12 + 9 + 6 + 5 + 4 =32  ή 12 + 8 + 7 + 5 + 4 = 32.  

 

Απαντήσεις θεµάτων ∆ιαγωνισµού Καγκουρό 2013 - Επίπεδο 4 



Μιχάλης Λάµπρου – Νίκος Κ. Σπανουδάκης 

 96 

Α Β 

∆ 

Γ Κ Λ

Ο 

23) ∆) 12  

Η ιδέα είναι να µην καταγράψουµε όλες τις διαδροµές γιατί είναι πολλές και υπάρχει ο κίνδυνος να 

ξεχάσουµε κάποιες ή να διπλοµετρήσουµε άλλες. Εργαζόµαστε µε τον εξής πρακτικό τρόπο: Για 

να φτάσουµε σε ένα κόµβο εξετάζουµε µε πόσους τρόπους φτάνουµε στους κόµβους που βρίσκο-

νται αµέσως πριν από αυτόν. Για παράδειγµα έστω ότι ο κόµβος 

που µας ενδιαφέρει είναι ο Μ (σχήµα αριστερά) και έστω ότι οι προ-

ηγούµενοι κόµβοι είναι δύο, οι Κ και Λ (αν ήσαν άλλο πλήθος κόµ-

βων, η σκέψη που θα κάνουµε, δεν αλλάζει). Έστω ακόµα ότι υπάρ-

χουν x τρόποι να φτάσουµε στον Κ και y τρόποι στον Λ. Τότε οι 

τρόποι να φτάσουµε στον Μ είναι x+y, διότι κάθε διαδροµή προς την Μ περνάει στο προηγούµενο 

βήµα είτε από τον Κ είτε τον Λ. Με άλλα λόγια, το πλήθος των δια-

δροµών µέχρι έναν κόµβο είναι όσο το άθροισµα του πλήθους των 

διαδροµών µέχρι τους αµέσως προηγούµενους κόµβους. 

Με αυτή την σκέψη γράφουµε δίπλα σε κάθε κόµβο του αρχικού σχήµα-

τος το πλήθος των διαδροµών προς αυτόν. Πρώτα γράφουµε τον αριθ-

µό 1 στους κόµβους που είναι γειτονικοί στον Α (κόκκινοι στο σχήµα 

δεξιά) γιατί σε αυτούς υπάρχει µόνο ένας τρόπος να φτάσουµε, αρχίζο-

ντας από την αφετηρία Α.  Κατόπιν γράφουµε σε κάθε κόµβο το άθροι-

σµα των αριθµών στους κόµβους πριν από αυτόν. Για παράδειγµα στον 

πράσινο κόµβο θα γράψουµε 1+1=2. Συµπληρώνοντας µε αυτό τον 

τρόπο σταδιακά το σχήµα, από πάνω προς τα κάτω, στο Β θα γραφεί 

το 12, που δηλώνει το πλήθος των διαδροµών από το Α έως εκεί. 

 

24) ∆) 80  

Το κανονικό εξάγωνο, το οποίο έχει εµβαδόν 60, αποτελείται από 6 ίσα 

µεταξύ τους ισόπλευρα τρίγωνα, εµβαδού 1
6 60 10⋅ = . Άρα 

1
2 ΚΛ ΓΟ 10⋅ = , οπότε  ΚΛ ΓΟ 20⋅ = . Στο σχήµα έχουµε ΑΒ = 2ΑΟ = 2ΑΚ 

= 2ΚΛ. Επίσης, λόγω συµµετρίας είναι ΓΟ=Ο∆, οπότε Γ∆=2ΟΓ. Άρα 

ΑΒ ⋅ Γ∆ = 2ΚΛ ⋅ 2ΟΓ=4ΚΛ ⋅ΟΓ= 4 20 80⋅ = .  

 

25) Β) Β  

1ος τρόπος. Έχουµε να συγκρίνουµε τα πηλί-

κα ΑΚ ΒΛ, ,
ΟΚ ΟΛ

ΓΛ
ΟΛ

και ∆Κ
ΟΚ

. Από το σχήµα έ-

χουµε  

ΒΛ ΓΛ
ΟΛ ΟΛ

<  , δηλαδή το πηλίκο για το Β είναι 

µικρότερο από το αντίστοιχο για το Γ.  Επίσης 

2

Α 

Β 

6

1 1

1 

2 
1 

3 

2

3

12

x y 
x+y 

Κ Λ 

Μ 

Ο 

Α 
Β 

Γ 

x 

∆ 
y 

Κ Λ 

 

Ν 
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ΒΛ ΒΛ ΑΚ ∆Κ
ΟΛ ΟΚ ΟΚ ΟΚ

< = <  δηλαδή το πηλίκο για το Β είναι µικρότερο από τα αντίστοιχα για το Α και 

∆.  

2ος τρόπος. Για το σηµείο Β το πηλίκο που εξετάζουµε είναι το ΒΛ :ΟΛ. Η ποσότητα αυτή δίνει την 

εφαπτοµένη της γωνίας xΟΒ∠  και όµοια για τα άλλα σηµεία. Επειδή από τις γωνίες xΟΒ∠ , 

xΟΓ∠ , xΟ∆∠  και xΟΑ∠  η µικρότερη είναι η πρώτη, το σηµείο Β έχει το µικρότερο πηλίκο (τε-

ταγµένη):(τετµηµένη). 

 

26) Α) Α∆  

Τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒ∆ έχουν και τα δύο γωνίες o59 , o60 και o61 , οπότε είναι όµοια. Ας εξετάσου-

µε το πρώτο. Επειδή απέναντι από µεγαλύτερη γωνία σε τρίγωνο βρίσκεται µεγαλύτερη πλευρά, 

θα είναι ΒΓ < ΑΒ < ΑΓ (*). Για τον ίδιο λόγο στο τρίγωνο ΑΒ∆ έχουµε ΑΒ < Β∆ < Α∆. Οπότε για να 

αποφασίσουµε ποια είναι η µεγαλύτερη από όλες τις πλευρές, συγκρίνουµε τις δύο πιο µεγάλες, 

αντίστοιχα. Εδώ µπαίνει η οµοιότητα. Πρακτικά, αλλά θα το δούµε και αυστηρά, µπορούµε να 

πούµε: Αφού η µικρή πλευρά ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ είναι µικρότερη από την µικρή πλευρά ΑΒ του 

δεύτερου – αυτό φαίνεται από τις ανισότητες (*) – και η µεγάλη πλευρά το ΑΒΓ θα είναι µικρότερη 

από την µεγάλη πλευρά του ΑΒ∆ καθώς οι αναλογίες διατηρούνται. Άρα ισχύει ΑΓ < Α∆, από όπου 

συµπεραίνουµε ότι η Α∆ είναι η µεγαλύτερη από όλες τις πλευρές. Ο ίδιος συλλογισµός µε σύµβο-

λα παίρνει την µορφή: Λόγω οµοιότητας των τριγώνων έχουµε ( )ΑΓ ΒΓ 1
Α∆ ΑΒ

∗= < , οπότε ΑΓ <Α∆. 

 

27) Ε) ο αριθµός 1 000 000 δε θα εµφανιστεί ποτέ 

Ας δούµε µερικά αρχικά αποτελέσµατα αντικατάστασης αριθµών αρχίζοντας από τους {1, 2, 3} µε-

τά από τα «άµπρα καντάµπρα» του Μάγου. Θα βρούµε µε τη σειρά  

         {1, 2, 3} →  {5, 4, 3} →  {7, 8, 9} →  {17, 16, 15} →  {31, 32, 33} →  …   

Για ευκολία ταξινοµούµε την κάθε µία από αυτές τις τριάδες σε σειρά µεγέθους. Θα είναι 

         {1, 2, 3} →  {3, 4, 5} →  {7, 8, 9} →  {15, 16, 17} →  {31, 32, 33} →  …   

Παρατηρούµε δύο πράγµατα. Πρώτα από όλα οι τρεις αριθµοί είναι κάθε φορά διαδοχικοί. Πραγ-

µατικά από τους αρχικούς που είναι της µορφής {α-1, α, α+1} θα πάρουµε την επόµενη φορά (κατά 

σειρά µεγέθους) τους {2α-1, 2α, 2α+1}, που είναι πάλι διαδοχικοί. Μία δεύτερη παρατήρηση είναι 

ότι ο µεσαίος αριθµός είναι πάντα το διπλάσιο του µεσαίου αριθµού στο προηγούµενο βήµα. Αυτό 

φαίνεται από τα {α-1, α, α+1}→ {2α-1, 2α, 2α+1}. Έτσι οι µεσαίοι αριθµοί είναι διαδοχικά 2, 4, 8, 

16, 32 και γενικά δυνάµεις του 2, δηλαδή της µορφής 2Ν. Συνοψίζοντας, στο κάθε βήµα ο µεσαίος 

αριθµός είναι πάντα κάποια δύναµη του 2 ενώ οι άλλοι δύο είναι οι γειτονικοί του (ένα παραπάνω ή 

ένα παρακάτω, αντίστοιχα). Ειδικότερα, οι δύο άλλοι θα είναι πάντα περιττοί αριθµοί. Από αυτά τα 

στοιχεία µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο 1 000 000 δεν θα εµφανιστεί ποτέ: Αν εµφανιζόταν, τό-

τε θα ήταν ο µεσαίος αριθµός κάποιας τριάδας (αφού είναι άρτιος και οι άλλοι δύο της κάθε τριάδας 
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είναι περιττοί). Όµως ο µεσαίος αριθµός είναι πάντα δύναµη του 2, ενώ ο 1 000 000 = 106 = 2656 

δεν είναι δύναµη του 2.    

 

28) Ε) µπορεί και τα πέντε να είναι φυσικοί αριθµοί 

Εφόσον µε τους αριθµούς 1 έως 10 φτιάχνουµε κλάσµατα τα οποία µετά τις απλοποιήσεις είναι 

ακέραιοι, εξετάζουµε ποιοι από τους αριθµούς αυτούς είναι διαιρέτες άλλων. Παρατηρούµε ότι ο 7 

δεν είναι διαιρέτης κανενός από τους υπόλοιπους αριθµούς και ο ίδιος έχει µόνο έναν διαιρέτη, τον 

1. Οπότε υποχρεωτικά τους δύο αυτούς αριθµούς θα τους πάρουµε µαζί για να φτιάξουµε τον ακέ-

ραιο 7:1. Ο 5 είναι διαιρέτης µόνο του 10 και έχει διαιρέτη µόνον τον 1. Όµως τον 1 τον χρησιµο-

ποιήσαµε µε τον 7, οπότε θα πάρουµε τον 5 µε υποχρεωτικά µε τον 10 για να φτιάξουµε τον ακέ-

ραιο 10:5. Από τους υπόλοιπους και µε παρόµοιο συλλογισµό ο 9 πάει µε τον 3 για να φτιάξουν 

τον ακέραιο 9:3. Τώρα υποχρεωτικά θα έχουµε και τα ζευγάρια 6:2 και 8:4. Συνοψίζοντας, µπο-

ρούµε να µεριµνήσουµε ώστε και τα πέντε κλάσµατα να είναι ακέραιοι, και συγκεκριµένα οι 10
5

, 9
3

, 

8
4

, 7
1

, και 6
2

. 

 

29) Β) 10  

Το ζώο που αποχώρησε τη 2η µέρα πρέπει να είπε ψέµατα γιατί µένουν άλλες 19 µέρες (περιττός 

αριθµός) που σηµαίνει ότι  αποκλείεται τα καγκουρό να είναι ίσα σε πλήθος µε τους δράκους. Άρα 

το ζώο που αποχώρησε τη 2η µέρα ήταν δράκος.  Όµοια αποχώρησε δράκος στις ηµέρες 4, 6, 8, 

… , 20. Συνολικά αυτό µας κάνει 10 δράκους, οι οποίοι αποχώρησαν τις άρτιες ηµέρες. Θα δούµε 

τώρα ότι δεν µπορεί να υπήρχε άλλος δράκος, δηλαδή όλα τα υπόλοιπα ζώα ήταν καγκουρό. Εδώ 

θα χρησιµοποιήσουµε την υπόθεση ότι τουλάχιστον ένα ζώο είναι καγκουρό. Πραγµατικά, την 21η 

µέρα πρέπει να αποχώρησε καγκουρό γιατί αν ήταν δράκος, τότε το ζώο που αποχώρησε την 19η 

µέρα είπε ψέµατα (αυτά που έµειναν θα ήσαν δράκοι και τα δύο). Όµοια θα ήταν δράκος το ζώο 

που αποχώρησε την 17η µέρα γιατί είπε ψέµατα (µετά από αυτό υπάρχουν 4 δράκοι) και έτσι πη-

γαίνοντας προς τα πίσω θα είχαµε δράκους την 15η, 13η και λοιπά έως την πρώτη µέρα. ∆ηλαδή 

όλα τα ζώα θα ήσαν δράκοι, που αποκλείεται. Συµπεραίνουµε ότι την 21η µέρα αποχώρησε κα-

γκουρό. Άρα και την 19η µέρα αποχώρησε καγκουρό γιατί είπε την αλήθεια (µετά από αυτό υπήρχε 

ο δράκος της 20ης µέρας και το καγκουρό της 21ης).  Όµοια, πηγαίνοντας προς τα πίσω, είπαν αλή-

θεια τα ζώα που αποχώρησαν την 17η, 15η, και λοιπά µέχρι την 1η µέρα. Συνοψίζοντας, τα καγκου-

ρό και οι δράκοι είχαν την εξής διάταξη:     

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

           

 

30) ∆) 6  
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Κοιτάµε τις θέσεις 1 και 7 (πορτοκαλί χρώµα στο παραπάνω σχήµα). Σε αυτές τις θέσεις υπάρχει 

το πολύ µία πορτοκαλιά γιατί υπάρχουν 5 δέντρα µεταξύ τους, τα 2, 3, 4, 5, 6. Για τον ίδιο λόγο 

υπάρχει το πολύ µία πορτοκαλιά στις θέσεις 2 και 8 (κόκκινα στο σχήµα) και ούτω καθεξής µε τις 

θέσεις 3 και 9 (πράσινα), 4 και 10 (γαλάζια), 5 και 11 (µοβ) και 6 και 12 (λευκά). Άρα οι πορτοκα-

λιές είναι το πολύ 6, όσα τα παραπάνω ζεύγη (πορτοκαλί, κόκκινα, πράσινα, γαλάζια, µοβ και λευ-

κά). Το παρακάτω σχήµα δείχνει ότι µπορούµε να έχουµε 6 πορτοκαλιές.  Είναι τοποθετηµένες 

στις θέσεις 1 έως 6, αλλά υπάρχουν και πολλοί άλλοι τρόποι διευθέτησης. Οπότε ο µέγιστος αριθ-

µός από πορτοκαλιές είναι 6.  

 

 

 

 

 

 

 

 
 
                                       

 

1) Γ) 1320  

Ο 1320  είναι «πολύ µεγαλύτερος» από τους υπόλοιπους, που δεν υπάρχει λόγος να κάνουµε λε-

πτοµερείς πράξεις για να το διαπιστώσουµε. Μπορούµε να βεβαιωθούµε ότι είναι µεγαλύτερος κά-

νοντας µόνο εκτιµήσεις. Συγκεκριµένα 13 1320 10> , ενώ 0 13 13 132 2 10+ = < . Όµοια 
3 3 9 13201 1000 10 10< = < , 5 132013 10000 10 10< = < και 4 1320 13 100 100 10 10× < × = < , δη-

λαδή όλοι οι υπόλοιποι αριθµοί είναι µικρότεροι του 1320 .  

 

2) Γ) 5 cm 

Το τετράγωνο που είναι περιγεγραµµένο στον κύκλο έχει πλευρά όσο η 

διάµετρος του κύκλου.  Όµως, όπως διαπιστώνουµε από το σχήµα, το 

τετράγωνο αυτό έχει πλευρά ίση µε του κανονικού οκταγώνου, δηλαδή 

10 cm. Συνεπώς η ακτίνα του κύκλου είναι 5 cm. 

 

3) Ε) 6033 

Αφού το πρίσµα έχει 2013 έδρες από τις οποίες οι δύο είναι βάσεις, οι υπόλοι-

πες 2011 είναι στο πλάι. Από αυτό συµπεραίνουµε ότι οι βάσεις είναι πολύγωνα 

µε 2011 πλευρές το καθένα. Οι ακµές του σχήµατος είναι α) 2011 στη κάτω βά-

ση, β) 2011 στη πάνω βάση και γ) 2011 στο πλάι.  Σύνολο 6033.  

Επίπεδο 5 –  (Β' και Γ' Λυκείου)  

1         2         3         4        5         6         7        8         9       10       11       12 
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4) ∆) 
2(3 )3  

Είναι 
3 23 (3 ) 27 27/3 9 (3 )33 3 3 3 3= = = = . 

 

5) Γ) 581 

Με έλεγχο βλέπουµε ότι δεν υπάρχει τέτοιο έτος στον 21ο αιώνα, οπότε δοκιµάζουµε στον 20ο. Άρα 

το πρώτο ψηφίο είναι το 1. Για να έχουµε διαδοχικά ψηφία που περιλαµβάνουν το 1 και να είναι 

όσο πιο µεγάλα γίνεται (για να φτιάξουµε ηµεροµηνία όσο πιο κοντά σε εµάς), η τετράδα πρέπει να 

είναι η 1, 2, 3, 4. Η µεγαλύτερη χρονολογία µε αυτά τα ψηφία είναι η 1432, που απέχει 2013-

1432=581 χρόνια.   

 

6) Α) 11  

Εργαζόµαστε µε τον τύπο 2 2(a b)(a b) a b+ − = −  διαφοράς τετραγώνων, που παίρνει τη µορφή 

2 2a b a b (a b)(a b) a b+ − = + − = − . Έτσι  

4 3 48 4 3 48 13 48 16 (3 48 ) 13 48+ + − + + = − + +    

   13 48 13 48 169 48 121 11= − + = − = = .  

 

7) ∆) 150  

Από την υπόθεση έχουµε 100 f(2013) f(2001) (2013a b) (2001a b) 12a= − = + − + = , οπότε 

100 25a
12 3

= = . Άρα 25f(2031) f(2013) (2031a b) (2013a b) 18a 18 150
3

− = + − + = = ⋅ = . 

 

8) Ε) τέσσερις  

Υψώνοντας στο τετράγωνο όλους τους όρους της 2 x 3< < , οι ανισότητες διατηρούνται επειδή 

πρόκειται για θετικούς όρους. Έπεται 24 x 9< < , δηλαδή αληθεύει η α). Πολλαπλασιάζοντας την 

αρχική επί τον θετικό 2, η ανισότητα διατηρείται, οπότε έπεται 4 2x 6< < . Ειδικά ισχύει, και µε πε-

ρίσσευµα, η δεύτερη ανισότητα 4 2x 9< < . Σε αυτό το σηµείο αξίζει να σχολιάσουµε ένα κοινό 

σφάλµα. Πολλοί ισχυρίζονται ότι δεν ισχύει η 4 2x 9< <  αλλά µόνο η 4 2x 6< < . Ας προσέξουµε 

ότι ναι µεν η 4 2x 9< <  δεν είναι ισοδύναµη της αρχικής, αλλά η άσκηση δεν ζητά ισοδυναµία. Ζη-

τά µόνο συνεπαγωγή. Για να γίνει κατανοητότερο αξίζει ένα ακόµη παράδειγµα: Αν για κάποιο y 

είχαµε y 6< , τότε έπεται ότι y 9< . Αν λόγου χάρη ένας στύλος έχει ύψος µικρότερο από 6 m τότε 

σίγουρα θα έχει ύψος µικρότερο από 9 m. To ίδιο ακριβώς συµβαίνει µε την ανισότητα που συζη-

τάµε: Όλα τα x που ικανοποιούν την 2 x 3< < , σίγουρα ικανοποιούν και την 4 2x 9< < . Η γ) προ-

κύπτει από την αρχική µε πολλαπλασιασµό όλων των µελών επί τον θετικό 3 (σε αυτή την περί-

πτωση έχουµε ισοδυναµία της αρχικής µε την 6 3x 9< < ). Τέλος, η δ) 20 x 2x 3< − < ισοδυναµεί µε 

την 21 x 2x 1 4< − + < , δηλαδή 21 (x 1) 4< − < . Αυτή έπεται από την αρχική η οποία γράφεται ισο-

Απαντήσεις θεµάτων ∆ιαγωνισµού Καγκουρό 2013 - Επίπεδο 5 



Καγκουρό: Μαθηµατικά για όλους – τόµος  7 

 101

δύναµα 1 x 1 2< − < , που µε ύψωση στο τετράγωνο (όλοι οι όροι είναι θετικοί) δίνει την 
21 (x 1) 4< − < .  

 

9) Β) 6  

Αν στην τέταρτη φωλιά ζούσαν 5 καγκουρό ή λιγότερα τότε, αφού η φωλιά αυτή είναι η πολυπλη-

θέστερη, στις δύο τελευταίες φωλιές θα ζούσαν το πολύ από 4. Αλλά τότε συνολικά τα καγκουρό 

θα ήσαν, κατά σειρά, το πολύ 1+2+3+4+4+5=19<20. Άρα η τέταρτη φωλιά έχει τουλάχιστον 6 κα-

γκουρό. Αυτός είναι και ο µικρότερος δυνατός αριθµός, αφού θα µπορούσαν για παράδειγµα να 

ζούσαν στις φωλιές, κατά σειρά, 1+2+3+6+4+4=20 καγκουρό. Ας προσθέσουµε ότι υπάρχουν και 

άλλοι πιθανοί συνδυασµοί που ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες όπως π.χ. 1+2+3+6+3+5=20 ή 

1+2+3+12+1+1=20 και άλλες.  Αυτό που έχει σηµασία είναι ότι δείξαµε ότι δεν γίνεται να ζουν 5 ή 

λιγότερα καγκουρό στην τέταρτη φωλιά και ότι η περίπτωση να ζουν 6 δεν είναι αδύνατη.   
 

10) Ε) 
Παρατηρούµε ότι η κορυφή Κ και τα σηµεία Α, Β βρί-

σκονται και τα τρία στην ίδια έδρα του κύβου, η οποία 

είναι κατακόρυφη. Αµέσως αντιλαµβανόµαστε ότι το 

σχήµα (Ε) δεν είναι αυτό που θα δούµε. Από τα υπό-

λοιπα, το (Α) είναι αυτό που βλέπουµε αν κοιτάξουµε 

τον κύβο από µπροστά, το (Β) είναι από δεξιά, το (Γ) 

από κάτω και το (∆) από πάνω.  

 

 

11) Α) 1  

Αφού κάποιο παιδί έχει 3 βιβλία, κάποιο έχει 4 και κάποιο 5, τα τρία αυτά παιδιά έχουν συνολικά 

3+4+5=12 βιβλία µεταξύ τους. Μένουν 72-12=60 για τα υπόλοιπα 20 παιδιά. Επειδή 60 = 3×20, 

σηµαίνει ότι όλα τα υπόλοιπα παιδιά έχουν από 3 βιβλία (κανένα δεν θα µπορούσε να έχει 4 ή 5 

γιατί τότε τα βιβλία θα ξεπερνούσαν το 60). Άρα µόνο ένα παιδί έχει 4 βιβλία.   

 

12) Γ) 10  

Στο κανονικό πεντάγωνο κάθε εξωτερική γωνία είναι 3600:5 

= 720. Στο σχήµα είναι OAB = 0OBA 72= . Οπότε από το 

ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ η γωνία AOB  
0 0 0 0180 72 72 36= − − = .  Συνεπώς το πλήθος των πεντα-

γώνων είναι 360:36 = 10.  

 

 

Α Β 

Γ ∆ 

Κ 

(Α) 

(Β) 

(∆) 

(Γ) 

Ο Α 

Β 
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13) Α) 12  

Αφού ο Ν/3 πρέπει να είναι ακέραιος πρέπει πρώτα από όλα ο Ν να είναι πολλαπλάσιο του 3. Έ-

στω Ν=3k. Αφού οι τριψήφιοι είναι ακριβώς οι αριθµοί 100, 101, ... , 998, 999 , οι δύο υποθέσεις 

γράφονται N100 999
3

≤ ≤  και 100 3N 999≤ ≤ , οπότε 100 k 999≤ ≤ και 100 9k 999≤ ≤ , αντίστοι-

χα. Από αυτές η δεύτερη απλοποιείται στην 111 k 111
9

+ ≤ ≤ . Συγκρίνοντας διαπιστώνουµε ότι οι 

κοινές λύσεις είναι ακριβώς οι 12 τιµές k = 100, 101, 102, … , 111. Τα αντίστοιχα Ν είναι τα N=3k = 

300, 303, 306, … , 333.  

 

14) Ε) 
Οι εικόνες δείχνουν τη θέση του κυκλικού χαλιού στις περιπτώσεις (Α) (Β), (Γ) και (∆).  Στη περί-

πτωση του (Ε) δεν υπάρχει τρόπος να τοποθετηθεί κυκλικό χαλί που να περιέχει σηµεία από όλα 

τα σηµειωµένα τετράγωνα και να µη περιέχει κανένα σηµείο από τα υπόλοιπα.  

 

 

 

  

 

 

 

15)  ∆) Υπάρχει άσπρο χαρτί στο οποίο ο σηµειωµένος αριθµός είναι περιττός. 

Αν ο ∆ιόφαντος κάνει λάθος όταν ισχυρίζεται ότι σε κάθε άσπρο χαρτί ο σηµειωµένος αριθµός είναι 

άρτιος, σηµαίνει ότι υπάρχει τουλάχιστον µία εξαίρεση σε αυτό που λέει. ∆ηλαδή σίγουρα υπάρχει 

άσπρο χαρτί στο οποίο ο σηµειωµένος αριθµός δεν είναι άρτιος, που σηµαίνει ότι είναι περιττός. 

Με άλλα λόγια ισχύει το (∆). Ας σχολιάσουµε και τις υπόλοιπες απαντήσεις: Η (Α) «Σε κάθε άσπρο 

χαρτί ο σηµειωµένος αριθµός είναι περιττός» δεν είναι σίγουρα σωστή. Ο ∆ιόφαντος θα έκανε λά-

θος και µε έναν περιττό σε άσπρο χαρτί, ενώ δεν είναι ανάγκη να είναι σε όλα περιττοί. Επίσης, το 

τι περιέχουν τα πράσινα χαρτιά δεν µας αφορά. Είτε περιέχουν άρτιο είτε περιττό αριθµό, δεν είναι 

αρκετό για να είµαστε βέβαιοι ότι ο αριθµός στα άσπρα χαρτιά είναι ή δεν είναι άρτιος. Έτσι οι α-

παντήσεις (Β), (Γ) και (Ε) δεν είναι η σωστή απάντηση στο πρόβληµά µας.   

 

16) Α)  

Η 2(a x)(b x)− −  µηδενίζεται για δύο ακριβώς τιµές του x, τις a  

και b, οπότε το γράφηµα (Ε) δεν είναι το σωστό. Στα υπόλοιπα, 

δεδοµένου ότι είναι a b< , η a  είναι η αριστερότερη από τις δύο 

ρίζες στα σχήµατα. Αν εξετάσουµε για ποιες τιµές του x η συνάρ-

τηση είναι αρνητική ή µηδέν, δηλαδή αν λύσουµε την 

x 

y 

a b 
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2(a x)(b x) 0− − ≤ , ισοδύναµα a x 0− ≤  (διότι 2(b x) 0− ≥ ), θα βρούµε a x≤ . Από τα γραφήµατα 

που δίνονται µόνο το (Α) ικανοποιεί την  f(x) 0≤  για τα x αυτά, οπότε είναι η απάντησή µας. Πα-

ρατηρείστε άλλωστε την διπλή ρίζα στο b.  

 

17) ∆) 4  

Αν το κοµµάτι µε το 

εµβαδόν 4 είναι το τε-

τράγωνο, τότε η πλευ-

ρά του θα είναι 2 

(πράσινο στο Σχήµα 

1α). Η πλευρά αυτή 

µπορεί να συµπληρω-

θεί µόνο µε ένα τρόπο 

µε ορθογώνιο παραλ-

ληλόγραµµο (κίτρινο στο Σχήµα 1α). Η µία πλευρά του θα είναι 5-2=3 και η άλλη 2 (όσο η πλευρά 

του τετραγώνου). Αν η πλευρά του τετραγώνου είναι 5 τότε το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο που 

το συµπληρώνει θα έχει την µία πλευρά 5 οπότε η άλλη είναι 4/5 για να είναι το εµβαδόν 4 (Σχήµα 

1β). Τέλος, αν η πλευρά του τετραγώνου είναι x, όπου 0 < x < 5, τότε οι διαστάσεις του ορθογωνί-

ου που το συµπληρώνει θα είναι x και 5-x. Θέλουµε x(5 x) 4− = . Λύνοντας την δευτεροβάθµια θα 

βρούµε x=1 ή x=4, που δίνουν τις δύο περιπτώσεις στο Σχήµα 1 γ, δ. Τελικά έχουµε 4 πιθανές εκ-

δοχές, όπως φαίνονται στην εικόνα.  

 

18) Β) 3  

Από το γράφηµα παρατηρούµε ότι η εξίσωση f(t) 0=  έχει δύο λύσεις, τις t = 0 και t = − 4. Οπότε 

αν f(f(x)) 0= , τότε το µέσα f(x)  στο εσωτερικό θα ικανοποιεί f(x) 0=  ή f(x) 4= − . Η πρώτη από 

τις δύο έχει λύσεις τις 0 και − 4. Από το γράφηµα βλέπουµε ότι η δεύτερη, δηλαδή η f(x) 4= − , έχει 

ακριβώς µία λύση γιατί η ευθεία y = − 4 το τέµνει µόνο µία φορά. Αν θέλαµε να βρούµε που τέµνει 

το γράφηµα, αν και δεν το ζητά η άσκηση, παρατηρούµε ότι η αριστερή ηµιευθεία στο γράφηµα 

διέρχεται από τα σηµεία (-4 , 0) και (-2 , 2) οπότε µπορούµε να την προσδιορίσουµε αλγεβρικά. Θα 

διαπιστώσουµε ότι είναι µέρος της ευθείας y = x + 4. Οπότε η για y = −  4, το αντίστοιχο x είναι το x 

= − 8. Συµπεραίνουµε ότι η εξίσωση f(f(x)) 0=  έχει τρεις ρίζες, τις 0, -4 και -8.  

 

19) Ε) o94  

Θέτουµε θ ΑΓΜ=  και φ ΒΓΝ=  . Επειδή το τρίγωνο ΓΑΝ είναι ισοσκελές, θα είναι 

0ΓΝΑ ΑΓΝ θ 43= = + . Όµοια είναι οΓΜΒ φ 43= + . Το άθροισµα των γωνιών του ΓΜΝ είναι ο180 , 

3 

2 

2 

5 

4/5 5 

4 

1 

4 

4 

1 

1 

Σχ. 1α Σχ. 1β Σχ. 1 γ,δ 

Απαντήσεις θεµάτων ∆ιαγωνισµού Καγκουρό 2013 - Επίπεδο 5 



Μιχάλης Λάµπρου – Νίκος Κ. Σπανουδάκης 

 104 

οπότε έχουµε ( ) ( )ο ο ο ο43 θ 43 φ 43 180+ + + + = , 

άρα ο ο ο ο ο43 θ φ 180 43 43 94+ + = − − = . Παρα-

τηρούµε ότι η ζητούµενη γωνία ΑΓΒ  ισούται 
ο43 φ θ+ + , οπότε η τιµή της σε µοίρες είναι 

o94 .  

 

 

 

20) Ε) Κανένα από τα προηγούµενα 

Θα δούµε ότι υπάρχουν 9 ζεύγη λύσεων: Αν αναλύσουµε το 126  σε πρώτους παράγοντες, η εξί-

σωση γράφεται 2 3 12 12m n 2 3= . Συµπεραίνουµε ότι οι φυσικοί αριθµοί m, n θα έχουν πρώτους πα-

ράγοντες το πολύ πολύ τους 2 ή 3. Άρα θα είναι της µορφής p qm 2 3= , s tn 2 3= όπου τα p, q, s, t 

0≥ είναι φυσικοί αριθµοί. Αντικατάσταση στην αρχική δίνει ( ) ( )2 3p q s t 12 122 3 2 3 2 3= , ισοδύναµα 

2p 3s 2q 3t 12 122 3 2 3+ + = .  Συγκρίνοντας τους εκθέτες όµοιων πρώτων παραγόντων αριστερά και δεξιά 

συµπεραίνουµε ότι ισχύει 2p 3s 12+ =  και 2q 3t 12+ = , τις οποίες έχουµε να λύσουµε στους θετι-

κούς ακεραίους. Η διαδικασία µπορεί να γίνει µε δοκιµές αρχίζοντας π.χ. από s = 0 και ανεβαίνο-

ντας έναν έναν τους φυσικούς. Γλυτώνουµε πράξεις αν σκεφτούµε ότι η  2p 3s 12+ = ισοδυναµεί µε 

την 2s 4 p
3

= − , που σηµαίνει ότι οι µόνες δυνατές τιµές του p είναι τρεις, οι 0, 3, 6. ∆ίνουν, αντί-

στοιχα, s ίσον 4, 2 και 0 ενώ οι υπόλοιπες δίνουν είτε κλασµατικό s είτε αρνητικό. Όµοια η δεύτερη 

εξίσωση, η 2q 3t 12+ = , δίνει τρεις δυνατές τιµές για το q, τις q = 0, 3, 6. Συµπεραίνουµε ότι έχου-

µε συνολικά 3×3 = 9 τιµές για το p qm 2 3= . Κάθε µία από αυτές δεσµεύει το n σε µία και µοναδική 

τιµή, αυτήν που προκύπτει από τα s, t που αντιστοιχούν στα p, q. Αν είχαµε την περιέργεια να κα-

ταγράψουµε και τις 9 λύσεις, θα διαπιστώναµε ότι από τις τιµές των p, q, s, t που βρήκαµε, είναι οι 

(m, n) = 0 0 4 4(2 3 ,2 3 ) , 0 3 4 2(2 3 ,2 3 ) , 0 6 4 0(2 3 ,2 3 ) , 3 0 2 4(2 3 ,2 3 ) , 3 3 2 2(2 3 ,2 3 ),  3 6 2 0(2 3 ,2 3 ) , 

6 0 0 4(2 3 ,2 3 ) , 6 3 0 2(2 3 ,2 3 )  ή 6 6 0 0(2 3 ,2 3 ) . 

 

21) Γ) 53  

Τα αθροίσµατα των αριθµών στις καρτέλες είναι όλοι οι αριθµοί από το µικρότερο άθροισµα 

1+0+0=1 έως το µεγαλύτερο 9+9+9 =27. Από αυτά, τα αθροίσµατα 1 και 27 εµφανίζονται µία φορά 

ενώ όλα τα υπόλοιπα από τουλάχιστον τρεις. Πραγµατικά, µε λίγες δοκιµές µπορούµε να πειστού-

µε για την αλήθεια αυτού του ισχυρισµού. Για παράδειγµα το 2 βρίσκεται από τους 101, 110, 200. 

Το 3 από τους 111, 102, 120, 201, 210 και άλλους ακόµα,  και ούτω καθεξής. Οι αναδιατάξεις των 

τριψήφιων, όπως η 234, 243, 324, 342, 432, 423, δείχνουν ότι κάθε άθροισµα εµφανίζεται τουλά-

A 
Μ Ν 

Β 

Γ 

   43o 

θ+43o   φ+43o  

θ φ 
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χιστον τρεις φορές. Έτσι και οι υπόλοιπες περιπτώσεις. Τώρα, το πρόβληµα ζητά τον µικρότερο 

αριθµό από καρτέλες που πρέπει να πάρει το καγκουρό για να εξασφαλίσει ότι σε τρεις τουλάχι-

στον καρτέλες εµφανίζεται το ίδιο άθροισµα. Η χειρότερη εκδοχή είναι να πάρει τις δύο καρτέλες µε 

άθροισµα ψηφίων 1 και 27, αντίστοιχα, και από τις υπόλοιπες να πάρει ακριβώς δύο µε τους αριθ-

µούς 2, 3, ... , 26. Το σύνολο είναι 1 + 1 + 2×25 = 52 καρτέλες που δεν εξασφαλίζουν τρεις µε το 

ίδιο άθροισµα. Μόλις όµως πάρει µία 53η καρτέλα, αυτή θα έχει άθροισµα που συµπίπτει µε κά-

ποιο από τις προηγούµενες. Συνεπώς οι 53 καρτέλες είναι ο ελάχιστος αριθµός που αναζητάµε.  

 

22) ∆) 3  

1ος τρόπος. Το πρόβληµα µεταφράζεται στην εξίσωση xy 5(x y)= + για θετικούς ακεραίους x, y. Η 

εξίσωση είναι συµµετρική ως προς x, y οπότε µπορούµε να υποθέσουµε 0 x y< ≤ (για κάθε λύση 

(a,b) που θα βρούµε, αυτόµατα έχουµε και την (b,a)). Έχουµε λοιπόν  

xy 5(x y) 5(y y) 10y= + ≤ + = , οπότε 0 x 10< ≤ . Οι περιπτώσεις αυτές είναι «λίγες» και µπορούµε 

διαδοχικά να βάλουµε τις τιµές 1, 2, 3, … , 10 στο x και να ελέγξουµε ποιες δίνουν ακέραιο y µε 

0 x y< ≤ . Για παράδειγµα η x=1 δίνει y 5(1 y)= + , άρα y = -5/4 που απορρίπτεται. Ανάλογα απορ-

ρίπτεται η x = 2 γιατί οδηγεί στην 2y 5(2 y)= +  ή y = -10/3. Από την διαδικασία αυτή θα διαπιστώ-

σουµε ότι µόνο οι τιµές x = 6 και x = 10 δίνουν ακέραιο y µε 0 x y< ≤ , και συγκεκριµένα τα y = 30 

και y = 10, αντίστοιχα. Τελικά οι λύσεις είναι οι (6, 30), (10, 10). Επίσης έχουµε και την συµµετρική 

λύση  (30, 6), σύνολο τρεις λύσεις.  

2ος τρόπος. . Έχουµε να λύσουµε την εξίσωση xy 5(x y)= + για θετικούς ακεραίους x, y . Η εξίσω-

ση γράφεται ισοδύναµα x(y 5) 5y− = . Παρατηρούµε ότι είναι y 5≠  γιατί το y 5=  οδηγεί στην 

0 25= . Άρα µπορούµε να διαιρέσουµε µε το y-5 και έχουµε  5y 25x 5
y 5 y 5

= = +
− −

. Αφού το x πρέ-

πει να είναι ακέραιος, έπεται ότι ο y-5 πρέπει να είναι διαιρέτης του 25, που σηµαίνει ότι το y-5 ι-

σούται 1 ή 5 ή 25. Και οι τρεις αυτές τιµές δίνουν θετικό ακέραιο για το αντίστοιχο x. Π.χ. η y-5=1 

δίνει y = 6 µε αντίστοιχο 25 25x 5 5 30
y 5 1

= + = + =
−

.  Όµοια οι άλλες δύο περιπτώσεις για το y. Συ-

γκεκριµένα έχουµε τρεις λύσεις, τις (x,y) = (30, 6) ή (10, 10) ή (6, 30).   

 

23) ∆) T 2013K=  

Τα τέλεια τετράγωνα µέχρι έναν αριθµό N2 είναι οι αριθµοί 2 2 2 21 ,2 ,3 ,...,Ν  , οι οποίοι είναι Ν το 

πλήθος. Ειδικά µέχρι τον  20136 =  (20133)2 υπάρχουν   20133  τέλεια τετράγωνα, οπότε  Τ =  

20133 . Τα τέλειοι κύβοι µέχρι έναν αριθµό N3 είναι οι αριθµοί 3 3 3 31 ,2 ,3 ,...,Ν  , οι οποίοι είναι Ν το 

πλήθος. Ειδικά µέχρι τον  20136 =  (20132)3 υπάρχουν   20132  τέλειοι κύβοι,  οπότε  Κ =  20132 .  

Από τις δοθείσες σχέσεις στο πρόβληµα, η µόνη που ισχύει είναι η Τ= 2013Κ , οπότε η σωστή α-

πάντηση είναι η (∆).  
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24) ∆) 10  

Από τους αριθµούς 1, 2, ... , 22 οι 13, 17 και 19 δεν είναι ούτε πολλαπλάσια ούτε διαιρέτες κανενός 

από τους υπόλοιπους εκτός από τον 1. Οπότε για να έχουµε όσο περισσότερους φυσικούς γίνεται 

µεταξύ των κλασµάτων που θα φτιάξουµε, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τους δύο από αυτούς σε 

ένα και το αυτό κλάσµα ενώ τον τρίτο να τον διαιρέσουµε µε το 1. Με άλλα λόγια δοκιµάζουµε την 

επιλογή 13
1

 και 19
17

(ή οποιαδήποτε παραλλαγή αυτών)  στα κλάσµατά µας. Από αυτά ο ένας είναι 

ακέραιος. Μένουν οι 18 αριθµοί 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22. Θα δού-

µε ότι αυτούς µπορούµε να τους διευθετήσουµε σε 9 κλάσµατα έτσι ώστε, µετά τις απλοποιήσεις, 

να γίνονται όλα ακέραιοι. Το ερώτηµα είναι πώς σκεπτόµαστε. Πρώτα από όλα οι αριθµοί από τον 

12 και πάνω πρέπει να είναι αριθµητές γιατί δεν διαιρούν κανένα άλλον. Επίσης µία επιλογή είναι 

υποχρεωτική: Αφού ο 22 έχει διαιρέτη µόνο το 11, θα τους βάλουµε µαζί στο κλάσµα 22
11

=2. Ο 7 

πρέπει να πάει ως παρονοµαστής στους 14 ή 21. ∆οκιµάζουµε το ένα από τα δύο, ας πούµε το 

21
7

= 3. Αν κάνουµε δοκιµές και συστηµατική εργασία καταγράφοντας τις επιλογές µας σταδιακά 

και διαγράφοντας όσους αριθµούς χρησιµοποιούµε στη διαδικασία, µπορούµε να βρούµε πολλούς 

τρόπους να φτιάξουµε ακέραια κλάσµατα. Μία τέτοια επιλογή από συνολικά 10 κλάσµατα (παρα-

πάνω δεν γίνεται) είναι η  

                                   22 21 20 18 16 15 14 13 12 6, , , , , , , , ,
11 7 10 9 8 5 2 1 4 3

 

 

25) Ε) άπειρα το πλήθος 

1ος τρόπος. Η εξίσωση γράφεται 2 21 1 1x x y y
4 4 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, ισοδύναµα 

2 21 1 1x y
2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, το οποίο παριστάνει κύκλο κέντρου Κ 1 1,
2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

και 

ακτίνας 2
2

. Το γράφηµα δίπλα δείχνει αυτόν τον κύκλο. Παρατηρούµε τώρα ότι υπάρχουν άπειρα 

ζεύγη x 0,y 0≥ ≥  πάνω στο γράφηµα (κόκκινο τόξο στο σχήµα).   

2ος τρόπος. Η εξίσωση γράφεται 2 2x x (y y) 0− + − = , την οποία θεωρούµε ως δευτεροβάθµια ως 

προς x. Έχει διακρίνουσα 2∆ 1 4y 4y= + − . Παρατηρούµε ότι για οποιοδήποτε y µε 0 y 1≤ ≤  ισχύει 

24y 4y≤  (πολλαπλασιάσαµε το δεξί µέλος της προηγούµενης επί τον θετικό 4y) , οπότε γι’ αυτά 

τα y ισχύει 2∆ 1 4y 4y 1 0= + − ≥ ≥ . Το αντίστοιχο x είναι τότε ( )21x 1 1 4y 4y
2

= ± + − , που αν πά-

ρουµε το + έχουµε επιπλέον x 0≥  (και µε περίσσευµα). Συνοψίζοντας, για κάθε ένα από τα άπειρα 

το πλήθος y µε 0 y 1≤ ≤  βρίσκουµε λύση (x,y)  της εξίσωσης µε x 0,≥  y 0,≥  συγκεκριµένα την 

1

1 
Κ 

Ο 
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(x,y) = 21 1 1 4y 4y ,y
2 2

⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Άρα έχουµε άπειρες το πλήθος λύσεις. Ας σηµειωθεί ότι υπάρ-

χουν και άλλες, όχι µόνο οι σηµειωµένες.  

3ος τρόπος. Μπορούµε να βρούµε άπειρα το πλήθος ζεύγη (x,y)  θετικών που ικανοποιούν την 

εξίσωση 2 2x y x y+ = +  θέτοντας y = tx όπου t ≥  0. Σε αυτή την περίπτωση η εξίσωση γίνεται 

2 2x (1 t ) x(1 t)+ = +  οπότε µία λύση είναι η 2
1 tx

1 t
+

=
+

 µε αντίστοιχο y = t 2
t(1 t)x
1 t
+

=
+

. Βάζοντας κα-

τάλληλες τιµές το t προκύπτει άπειρο πλήθος από (x, y) που ικανοποιούν την εξίσωση.  

 

26) ∆) 16  

Παρατηρούµε ότι, γενικότερα, αν f(n) m=  όπου m φυσικός αριθµός, τότε υπάρχουν ακριβώς δύο n 

που την επαληθεύουν: Για n άρτιο, n = 2N , η f(n) m=  γράφεται 2Ν m
2

= , οπότε N m= , ενώ για n 

περιττό, n = 2Μ+1, γράφεται 2Μ 1 1 m
2
+ −

=  οπότε M m= . Με άλλα λόγια οι λύσεις είναι οι  n = 2m 

και n = 2m+1 . Με αυτά κατά νου εξετάζουµε την εξίσωση f(f(f(f(n)))) 1= . Από το προηγούµενο, η 

εσωτερική f(f(f(n)))  θα παίρνει δύο τιµές, τις 2 και 3. Οπότε αναγόµαστε στις εξισώσεις 

f(f(f(n))) =2 και f(f(f(n))) =3. Όµοια σκεπτόµενοι συµπεραίνουµε ότι οι εσωτερικές f(f(n))  έχουν 

από δύο τιµές η κάθε µία. Τις 2 και 5 λόγω της πρώτης, και τις 3 και 7 λόγω της δεύτερης (παρα-

τηρείστε ότι το πλήθος των ριζών διπλασιάστηκε). Έχουµε τώρα τις εξισώσεις f(f(n)) = 2, 

f(f(n)) =3, f(f(n)) =5 και f(f(n)) =7, µε δύο λύσεις η κάθε µία. Κάνοντας τον ίδιο συλλογισµό άλλες 

δύο φορές θα βρούµε 8 διαφορετικές λύσεις την πρώτη φορά και 16 την δεύτερη. Γενικότερα, µπο-

ρεί να αποδειχθεί ότι αν είχαµε Ν το πλήθος φωλιασµένες f , τότε η εξίσωση f(f(f(...f(n)...))) 1=  

έχει N2  λύσεις. 

 

27) Γ) 6  

Αφού υπάρχει ευθεία που τέµνει άλλες τέσσερις, σηµαίνει ότι οι ευθείες είναι τουλάχιστον 5. Πρώτα 

θα δούµε ότι δεν µπορεί να είναι ακριβώς 5. Ας υποθέσουµε λοι-

πόν ότι είναι 5 και θα καταλήξουµε σε άτοπο: Έστω ε(1) η ευθεία 

που τέµνει ακριβώς τρεις άλλες, τις οποίες ονοµάζουµε ε(2), ε(3) 

και ε(4). Τότε η ε(1) δεν τέµνει την ε(5), δηλαδή είναι παράλληλη 

προς αυτήν. Χωρίς βλάβη θεωρούµε ότι η ε(2) είναι η ευθεία που 

τέµνει και τις τέσσερεις (η υπόθεσή µας λέει ότι υπάρχει τέτοια ευ-

θεία). Με τη βοήθεια του Σχήµατος 1 µπορούµε να συµπεράνουµε ότι δεν υπάρχει ευθεία που τέ-

µνει µόνο δύο άλλες. Πράγµατι, η ε(1) και η παράλληλή της ε(5) τέµνουν τις τρεις υπόλοιπες. Η 

ε(2) τέµνει τέσσερις. Η ε(3) και η ε(4) τέµνουν τουλάχιστον τις ε(1), ε(2) και ε(5). Με άλλα λόγια κά-

θε µία από τις 5 ευθείες τέµνει τρεις ή το πολύ τέσσερις από τις υπόλοιπες. Άρα δεν υπάρχει ευ-

ε(1) ε(5) ε(2) 

ε(3) 
ε(4) 

Σχ. 1 
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θεία που τέµνει Ν άλλες, όπου N 3≠  ή N 4≠ . Αυτό αντιβαίνει στις υποθέσεις µας, οπότε οι ευθείες 

δεν µπορεί να είναι είναι 5. Θα δούµε τώρα ότι δεν µπορεί να είναι ούτε 7 ή παραπάνω: Έστω ότι 

έχουµε 7 ευθείες και έστω αυτή που τέµνει τρεις είναι η ε(1). Αν τέµνει τις ε(2), ε(3) και ε(4), τότε θα 

είναι παράλληλη στις υπόλοιπες τρεις. ∆ηλαδή οι ε(1), ε(5), ε(6) και ε(7) είναι παράλληλες µεταξύ 

τους.  Αν ε(2) η ευθεία που τέµνει τέσσερις άλλες τότε τέµνει κάποια και άρα όλες από τις ε(1), ε(5), 

ε(6) και ε(7). Αφού αυτές είναι τέσσερις το πλήθος, έπεται ότι η ε(2) είναι παράλληλη προς τις υπό-

λοιπες. ∆ηλαδή οι ε(2), ε(3) και ε(4) είναι παράλληλες µεταξύ τους. Η κατάσταση περιγράφεται στο 

Σχήµα 2. Παρατηρούµε ότι οι τοµές κάθε ευθείας µε τις υπόλοιπες είναι είτε τρεις ή τέσσερις, ενώ 

θέλουµε να υπάρχει και διαφορετικό πλήθος. Άρα δεν µπορεί να είναι 7 οι ευθείες. Όµοια δείχνου-

µε ότι δεν µπορεί να είναι 8 ή παραπάνω. Π.χ. στην περίπτωση των 8, µπορούµε να δείξουµε ότι 

έχουµε παρόµοια κατάσταση µε την προηγούµενη και ότι η η ε(8) είναι παράλληλη στις  ε(1), ε(5), 

ε(6) και ε(7) του Σχήµατος 2. Βλέπουµε τώρα ότι δεν ευθεία που τέµενει τέσσερις άλλες. Μένει να 

εξετάσουµε την περίπτωση των έξι ευθειών. Τέτοια κατάσταση υπάρχει, όπως φαίνεται στο Σχήµα 

3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

28) Β) 9  

Ένας τριψήφιος µε όλα τα ψηφία ίδια είναι της µορφής 100a 10a a 111a+ + =  όπου α ένας µονο-

ψήφιος, οπότε η συνθήκη γράφεται 1
2 N(N 1) 111a+ = . Άρα N(N 1) 2 3 37 a+ = ⋅ ⋅ ⋅ . Το αριστερό µέ-

λος είναι πολλαπλάσιο δύο διαδοχικών φυσικών αριθµών, οπότε θέλουµε να ισχύει το ίδιο για το 

δεξί. Κάνοντας δοκιµές α = 1, α = 2 και λοιπά, θα δούµε ότι έχουµε µόνο µία λύση, την α = 6. Γλυ-

τώνουµε κόπο στις δοκιµές αν παρατηρήσουµε ότι στον 2 3 37 a⋅ ⋅ ⋅  απαιτούµε ο 2 3 a⋅ ⋅  να είναι 

γειτονικός του 37, δηλαδή να είναι 36 ή 38. Από αυτούς της µορφής 2 3 a 6a⋅ ⋅ = είναι µόνο ο 36, µε 

αντίστοιχο α=6. Τελικά N(N 1) 36 37+ = ⋅ , οπότε N 36= , του οποίου το άθροισµα των ψηφίων είναι 

3+6=9. 

 

29) ∆) Το πρώτο λέει πάντα ψέµατα και το δεύτερο πάντα την αλήθεια 

Οι εκδοχές για τα δύο καγκουρό είναι τέσσερις, οι α) αλήθεια/αλήθεια, β) αλήθεια/ψέµατα, γ) ψέµα-

τα/αλήθεια και δ) ψέµατα/ψέµατα, αντίστοιχα.  Στη πρώτη ερώτηση όπου ρώτησα αν και τα δύο 

λένε πάντα την αλήθεια η απάντηση του πρώτου θα είναι, σε κάθε µία από τις περιπτώσεις αυτές, 

α) ναι, β) όχι, γ) ναι και δ) ναι, αντίστοιχα. Αφού από τις απαντήσεις αυτές η µία είναι «όχι» και οι 

ε(1) 
ε(5) 

ε(2) 

ε(3) 

ε(4) 

ε(6) 

Σχ. 3 

ε(1) 
ε(5) 

 

 

 

ε(6) 
ε(7) 

Σχ. 2 

ε(2) 

ε(3) 

ε(4) 
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τρεις είναι «ναι», σηµαίνει ότι εισέπραξα την απάντηση «ναι» γιατί αλλιώς θα είχα βγάλει συµπέ-

ρασµα για το είδος του καθενός. Άρα αποκλείουµε την εκδοχή β). Από τις τρεις που µένουν, δηλα-

δή τις  α) αλήθεια/αλήθεια, γ) ψέµατα/αλήθεια και δ) ψέµατα/ψέµατα, η ερώτηση αν το πρώτο κα-

γκουρό έλεγε πάντα την αλήθεια, οι απαντήσεις είναι, αντίστοιχα, α) ναι, γ) όχι και δ) ναι. Αφού υ-

πάρχει µόνο ένα «όχι» ενώ τα «ναι» είναι δύο, και µε δεδοµένο ότι µπόρεσα να καταλάβω το είδος 

του κάθε καγκουρό, σηµαίνει ότι η απάντηση που δόθηκε είναι η γ) όχι. Αυτή αντιστοιχεί στην πε-

ρίπτωση που τα καγκουρό λένε ψέµατα/αλήθεια, αντίστοιχα.  

 

30) ∆) 465 

1ος τρόπος. Για m = n ο κανόνας του κυρίου Σοφού γράφεται 2
2m ma 2a m= + . Από αυτό και το 

δεδοµένο 1a 1=  βρίσκουµε 2 2
2 1a 2a 1 2 1 1 3= + = ⋅ + = , κατόπιν διαδοχικά  

2
4 2a 2a 2 2 3 4 10= + = ⋅ + = , 2

8 4a 2a 4 2 10 16 36= + = ⋅ + = , 2
16 8a 2a 8 2 36 64 136= + = ⋅ + =  και  

2
32 16a 2a 16 2 136 256 528= + = ⋅ + = . Τώρα, από την  

32 30 2a a a 2 30= + + ⋅ έπεται 30528 a 3 60= + + από όπου 30a 465= . 

2ος τρόπος. Θα δούµε ότι, γενικότερα, µπορούµε να βρούµε το ka  για όλα τα k. Πράγµατι, ο κανό-

νας m n m na a a mn+ = + +  µε χρήση της ταυτότητας 

 2 2 21 1 1mn (m n) m n
2 2 2

= + − − γράφεται ισοδύναµα 2 2 2
m n m n

1 1 1a (m n) a m a n
2 2 2+ − + = − + − . Αν 

τώρα θέσουµε 2
k k

1b a k
2

= − , η τελευταία µετασχηµατίζεται στην m n m nb b b+ = +  µε πρώτο όρο 

2
1 1

1 1b a 1
2 2

= − ⋅ = . Με επαγωγή διαπιστώνουµε ότι για κάθε k ισχύει k
1b k
2

=  οπότε 

2 2
k k

1 1 1 1a b k k k k(k 1)
2 2 2 2

= + = + = + . Αυτός είναι ο γενικός τύπος που δίνει όλα τα ka . Ειδικά 

30
1a 30 31 465
2

= ⋅ ⋅ = .  
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Απαντήσεις στα άρθρα του βιβλίου 

 
Β΄ ∆ηµοτικού, σελίδα 42 
Είναι 4 5 20× = , 3 8 24× = , 27 7 20− = , 15 9 24+ = , 12 8 20+ = , 48 : 2 24= , 40 : 2 20= , 

30 6 24− = . Εποµένως στην Ελένη ανήκουν οι κούκλες στις οποίες το αποτέλεσµα της πράξης 

είναι 24 και στην Μαρία αυτές που το αποτέλεσµα της πράξης είναι 20. 

 
 
Γ΄ ∆ηµοτικού, σελίδα 43 
Τελικά θα έχετε µαζέψει πέντε φράουλες. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∆΄ ∆ηµοτικού, σελίδα 44 
Τα χρήµατα που έχει η Ντίνα είναι 4 χαρτονοµίσµατα των 10 ευρώ, δηλαδή 4 10 40× =  ευρώ, 6 

χαρτονοµίσµατα των 20 ευρώ, δηλαδή 6 20 120× =  ευρώ και 3 χαρτονοµίσµατα των 5 ευρώ, 

δηλαδή 3 5 15× =  ευρώ, συνολικά 40 120 15 175+ + =  ευρώ. Η πολυθρόνα, που είναι το πρώτο 

έπιπλο που θέλει να αγοράσει στοιχίζει 28 ευρώ. Εποµένως µπορεί να την αγοράσει. Η 

πολυθρόνα µαζί µε το γραφείο στοιχίζουν 28 35 63+ =  ευρώ, εποµένως µπορεί να αγοράσει και 

τα δύο. Συνεχίζοντας όµοια βρίσκουµε ότι η πολυθρόνα, το γραφείο, το κρεβάτι, η συρταριέρα, η 

καρέκλα και τη ντουλάπα στοιχίζουν συνολικά 28 35 47 19 22 47 198+ + + + + =  ευρώ, ενώ τα 

έπιπλα χωρίς την ντουλάπα στοιχίζουν 198 47 151− =  ευρώ. Εποµένως η Ντίνα θα τα αγοράσει 

όλα εκτός από την ντουλάπα. 
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Ε΄ ∆ηµοτικού, σελίδα 45 
Κάθε επτάδα µικρών κύκλων που είναι 

ζωγραφισµένη µε κόκκινο χρώµα αντιστοιχεί σε ένα 

µεγάλο κύκλο. Οι µικροί αυτοί κύκλοι είναι δηλαδή 

36 7 252× = . Μένει η τελευταία στήλη που 

αποτελείται από 25 µικρούς κύκλους και η τελευταία 

γραµµή που αποτελείται από 24 µικρούς κύκλους 

(που δεν έχουν ήδη µετρηθεί) . Τελικά όλοι οι µικροί 

κύκλοι είναι 252 25 24 301+ + = . 

 

 

 

ΣΤ΄ ∆ηµοτικού, σελίδα 46 
Μετρώντας βρίσκουµε ότι στην εικόνα υπάρχουν 4 µπάλες ποδοσφαίρου, 7 µπάλες µπάσκετ και 5 

µπάλες βόλεϊ. Φτιάχνουµε τον παρακάτω πίνακα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφόσον ο σύλλογος έχει τουλάχιστον 60 µπάλες από κάθε κατηγορία, οι µπάλες ποδοσφαίρου 

είναι αναγκαστικά 4 17 68× = , εποµένως το 1
17

 αναφέρεται σε αυτές. Συµπεραίνουµε ότι οι 

µπάλες βόλεϊ είναι 5 13 65× = . Τέλος, οι µπάλες µπάσκετ είναι 7 11 77× = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

µπάλες 

πιθανό πλήθος αν το 

1
11

 αναφέρεται σε αυτές 

πιθανό πλήθος αν το 

1
13

 αναφέρεται σε αυτές

πιθανό πλήθος αν το 

1
17

 αναφέρεται σε αυτές 

ποδοσφαίρου 4 11 44× =  4 13 52× =  4 17 68× =  

µπάσκετ 7 11 77× =  7 13 91× =  7 17 119× =  

βόλεϊ 5 11 55× =  5 13 65× =  5 17 85× =  
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Πολυνησία, ένας γρίφος συµπλήρωσης πλέγµατος, σελίδα 61 
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